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Préface

Cet ouvrage est issu des notes d’un cours d’introduction au calcul stochastique
enseigné en DEA puis en deuxieme année de master, a I’Université Pierre et Marie
Curie et a I’Université Paris-Sud. L’objectif de ce cours était de donner une pré-
sentation concise mais rigoureuse de la théorie de l'intégrale stochastique par
rapport aux semimartingales continues, en portant une attention particuliere au
mouvement brownien. Le présent ouvrage s’adresse a des étudiants ayant bien
assimilé un cours de probabilités avancées, incluant notamment les outils de la
théorie de la mesure et la notion d’espérance conditionnelle, au niveau de la pre-
miere année de master. Nous supposons aussi une certaine familiarité avec la notion
d’uniforme intégrabilité (voir par exemple le chapitre II du livre de Neveu [7]).
Pour la commodité du lecteur, nous avons rappelé en appendice les résultats de la
théorie des martingales discrétes, souvent mais pas toujours enseignés en premiere
année de master, que nous utilisons dans notre étude des martingales en temps
continu.

Le premier chapitre est une présentation rapide des vecteurs et processus
gaussiens, dont 1’ objectif principal est d’arriver a la notion de mesure gaussienne, qui
permet dans le second chapitre de donner une construction simple du mouvement
brownien. Nous discutons les propriétés fondamentales du mouvement brownien, y
compris la propriété de Markov forte et son application au principe de réflexion. Le
Chapitre 2 permet en outre d’introduire dans le cadre relativement simple du
mouvement brownien les notions importantes de filtration et de temps d’arrét, qui
sont étudiées de maniere plus systématique et abstraite dans le Chapitre 3.
Ce chapitre traite aussi les martingales et surmartingales a temps continu, en mettant
I’accent sur les théorémes de régularité des trajectoires et sur le théoreme d’arrét qui,
utilisé conjointement avec le calcul stochastique, constitue un outil puissant pour des
calculs explicites. Le Chapitre 4 présente les semimartingales continues, en com-
mencant par une discussion détaillée des fonctions et processus a variation finie. On
introduit ensuite les martingales locales, en se restreignant comme dans la suite de
I’ouvrage au cas des trajectoires continues. Une attention particuliere est portée au
théoreme clé d’existence de la variation quadratique d’une martingale locale.
Le Chapitre 5 est le cceur du présent ouvrage, avec la construction de I’intégrale
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stochastique par rapport a une semimartingale continue, la preuve dans ce cadre de la
célebre formule d’Itd, et de nombreuses applications importantes (théoreme de
caractérisation de Lévy, inégalités de Burkholder-Davis-Gundy, représentation des
martingales dans la filtration brownienne, théoreme de Girsanov, formule de
Cameron-Martin, etc.). Les équations différentielles stochastiques, autre application
trés importante de la théorie du calcul stochastique, qui motiva I’invention par It de
cette théorie, sont étudiées dans le Chapitre 7. Entre-temps, le Chapitre 6, qui
présente les grandes idées de la théorie des processus de Markov avec I’accent sur le
cas particulier des semigroupes de Feller, peut apparaitre comme une digression a
notre propos principal. Cependant, la théorie développée dans le Chapitre 6, outre
qu’elle met en évidence des liens féconds avec la théorie des martingales, a le grand
avantage de s’appliquer aux solutions d’équations différentielles stochastiques, dont
les propriétés markoviennes jouent un rdle crucial dans nombre d’applications.

A la fin de chaque chapitre sont proposés un certain nombre d’exercices, dont la
résolution est vivement conseillée au lecteur. Ces exercices sont particulierement
nombreux a la fin du Chapitre 5, car le calcul stochastique est d’abord une
technique, qu’on ne saurait assimiler sans traiter un nombre suffisant d’exemples
explicites. La grande majorité des exercices du présent ouvrage est issue soit des
textes d’examens de cours enseignés a 1’Université Pierre et Marie Curie et a
I’Université Paris-Sud, soit des travaux dirigés assurés parallelement a ces cours.

Le lecteur désireux d’aller plus loin dans la théorie et les applications du calcul
stochastique pourra consulter les ouvrages classiques de Karatzas et Shreve [5],
Revuz et Yor [9] et Rogers et Williams [10]. Pour une perspective historique sur le
développement de la théorie, voir les articles originaux d’Itd [4], et le petit livre de
McKean [6] qui contribua beaucoup a populariser ces travaux.

Je remercie Mylene Maida pour son aide dans la mise au point et la compilation
des exercices. Merci aussi a Igor Kortchemski pour la simulation de mouvement
brownien qui illustre le Chapitre 2. Pour conclure, je tiens a remercier tout par-
ticulierement Marc Yor, qui m’a appris I’essentiel de ce que je connais de la
théorie du calcul stochastique, et dont les nombreuses remarques m’ont aidé a
améliorer ce texte.

Orsay, France, Mai 2012 Jean-Francois Le Gall
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Chapitre 1
Vecteurs et processus gaussiens

Résumé Le principal objectif de ce chapitre est d’introduire les résultats sur les
processus gaussiens et les mesures gaussiennes qui seront utilisés dans le chapitre
suivant pour construire le mouvement brownien.

1.1 Rappels sur les variables gaussiennes en dimension un

Dans toute la suite on se place sur un espace de probabilité (2,.%, P). Pour tout réel
p>1,LP(Q,.7,P), ousimplement L” s’il n’y a pas d’ambiguité, désigne I’espace
des variables aléatoires réelles de puissance p-ieme intégrable, muni de la norme
usuelle.

Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne (ou normale) centrée réduite
si sa loi admet pour densité

x2

1
px(x) = mexp(_?)'

La transformée de Laplace complexe de X est alors donnée par
E[e¥X] = 612/27 Vz e C.

Pour obtenir cette formule (et aussi voir que la transformée de Laplace complexe est
bien définie) on traite d’abord le casou z=A1 € R :

E[e™] = 12 /e/lxef,@/zdx:exz/z 12 /e*("*’1>2/2dx:e’12/2.
VI JR VI JR

Ce calcul assure que E[e*] est bien défini pour tout z € C et définit une fonction
analytique sur C. L’égalité E[e*X] = e¥/2 étant vraie pour tout z € R doit donc I’étre
aussi pour tout z € C.

En prenant z = i€, £ € R, on trouve la transformée de Fourier de la loi de X :

J.-F. Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique,
Mathématiques et Applications 71, DOI: 10.1007/978-3-642-31898-6_1, 1
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013



2 1 Vecteurs et processus gaussiens
E[e¢X] = e 872,

A partir du développement limité au voisinage de 0,

E[eY] = 1 +iEE[X]+---+ (if—!)nE[ "1+o(gm),

valable quand X est dans tous les espaces L, 1 < p < oo, ce qui est le cas ici, on
calcule (20)1
_ 21 _ oy &)
EX]=0, EX°]=1, EX"]= TP
Pour o > 0 et m € R, on dit qu’une variable aléatoire réelle Y suit une loi gaus-
sienne .4 (m, 62) si Y vérifie 1'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

(i)Y = oX +m ou X suit une loi gaussienne centrée réduite (i.e. .4(0,1));
(i1) la densité de Y est

()7 1 ex 7(y_m)2
pr 76\/2771' p 262 B}

(iii) la fonction caractéristique de Y est

) 2
E[Y] = exp(imé — - &),

On a alors
E[Y]=m, var(Y)=oc"
Par extension, on dit que Y suit une loi .4 (m,0) si ¥ = m p.s. (la propriété (iii) reste
vraie).
Sommes de variables gaussiennes indépendantes. Supposons que Y suit la loi
N (m,0?), Y suit la loi 4 (m',6"%), et Y et Y’ sont indépendantes. Alors ¥ + Y’
suit la loi A (m+m', 62 4 6'%). C’est une conséquence immédiate de (iii).

Proposition 1.1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires gaussiennes, telle que
X, soit de loi N (my,, G,). Supposons que X,, converge en loi vers X. Alors :

1) La variable X est gaussienne N (m, 0'2), oum = limm,, ¢ =limo,.
2) Si la suite (X,,) converge en probabilité vers X, la convergence a lieu dans tous
les espaces LP, 1 < p < oo,

Démonstration. 1) La convergence en loi équivaut a dire que, pour tout & € R,

. 02 .
E[e**] = exp(im,& — - £2) — E[eX].

n—oo

En passant au module, on a aussi

—>00

2
On i
exp(——- &%) — |E[*)|, VEeR,
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ce qui ne peut se produire que si G,% converge vers 62 > 0 (le cas G,% — 400 est A
écarter car la fonction limite 1;z_g, ne serait pas continue). On a ensuite, pour tout
EEeR,
eimé s 308" Fleid¥)
n—so0

Montrons que cela entraine la convergence de la suite (m,). Si on sait a priori que
la suite (m,) est bornée, c’est facile : si m et m’ sont deux valeurs d’adhérence on a
eimé — im's pour tout & € R, ce qui entraine m = m’. Supposons la suite (n1,) non
bornée et montrons qu’on arrive a une contradiction. On peut extraire une sous-suite
(my,) qui converge vers +oo (ou —oo mais le raisonnement est le méme). Alors, pour

tout A > 0,
1
P[X > A] > limsupP[X,, >A] > 5

k—o0

puisque P[X,, > A] > P[X,, > m,,] > 1/2 pour k assez grand. En faisant tendre A
vers +oo on arrive a une contradiction.
On a donc m,, — m, 6, — o, d’ou

) 2
E[eY] = exp(imé — Z-&€2),

ce qui montre que X est gaussienne 4 (m, 62).

2) Puisque X,, a méme loi que o,N + m,, ou N désigne une variable de loi
A7(0,1), et que les suites (my,) et (0,) sont bornées (d’aprés 1)), on voit immédiate-
ment que

SupE[|X,|9] < oo, Vg > 1.
n

Il en découle que
SUpE[|X, — X9 < oo, Vg > 1.
n

Soit p > 1. La suite ¥, = |X,, — X|? converge en probabilité vers 0 par hypothese
et est uniformément intégrable, car bornée dans L? d’aprés ce qui précéde (avec
g = 2p). Elle converge donc dans L' vers 0 d’oti le résultat recherché. O

1.2 Vecteurs gaussiens

Soit E un espace euclidien de dimension d (E est isomorphe 2 R? et on peut si on
le souhaite prendre £ = R¢, mais il sera plus commode de travailler avec un es-
pace abstrait). On note <u,v> le produit scalaire de E. Une variable aléatoire X a
valeurs dans E est un vecteur gaussien si, pour tout u € E, <u,X > est une variable
gaussienne. (Par exemple, si E = R? et si Xj,..., X, sont des variables gaussiennes
indépendantes, la propriété des sommes de variables gaussiennes indépendantes
montre que le vecteur X = (X,...,Xy) est un vecteur gaussien.)
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Si X est un vecteur gaussien a valeurs dans E, il existe mx € E et une forme
quadratique positive gy sur E tels que, pour tout u € E,

E[<u,X>] = <u,mx>7
var((u, X)) = qx (u),

En effet, soit (ej,...,e;) une base orthonormée de E et soit X = ):leXj ej la
décomposition de X dans cette base. Remarquons que les variables aléatoires X; =
<e i, X > sont gaussiennes. On vérifie alors immédiatement les formules précédentes

avec my = Zle E[Xjle; (nat.) E[X],et,siu= ):?:1 ujej,

n
ax(u) =Y wujucov(X;, Xp).
=

Comme (u,X ) est une variable gaussienne A4 ({u,my ),qx(u)), on en déduit la
transformée de Fourier

. . 1
Elexp(i{u,X))] :exp(1<u,mx>—§qx(u)). (1.1)
Proposition 1.2. Sous les hypotheses précédentes, les variables aléatoires X1, . .., X,

sont indépendantes si et seulement si la matrice de covariance (cov(X;,Xy))1<jr<d
est diagonale, soit si et seulement si la forme quadratique qx est diagonale dans la
base (eq,...,eq).

Démonstration. Il est évident que si les variables aléatoires X, ..., X, sont indépen-

dantes, la matrice de covariance (cov(X;,Xy));—1,.a est diagonale. Inversement, si
. . o d

cette matrice est diagonale, on a, pour u = )" j=1ujej € E,

ax(u) =Y A;u7

™-

1

J

ou A; = var(X;). En conséquence, en utilisant (1.1),

d d
E[exp(iZquj)} Hexp iuE[X; f—lu H [exp(iu;X;)
=1 j=1

ce qui entraine I'indépendance de Xi,...,X,. O
A la forme quadratique gy on associe I’endomorphisme symétrique positif ¥y de

E tel que
ax (u) = (u, vx ()

(7x a pour matrice (cov(X;, X)) dans la base (ey,...,e;s) mais comme le montre la
formule ci-dessus la définition de ¥y ne dépend pas de la base choisie).
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A partir de maintenant, pour simplifier I’écriture, on se limite a des vecteurs
gaussiens centrés, i.e. tels que my = 0, mais les résultats qui suivent s’étendent
facilement au cas non centré.

Théoreme 1.1. (i) Si y est un endomorphisme symétrique positif de E, il existe un
vecteur gaussien centré X tel que yx = 7.

(ii) Soit X un vecteur gaussien centré. Soit (€1, ... ,€;) une base de E qui diagonalise
Yx D V€ = Aj€avec Ay > Ao > - > A > 0= Ay =--- = Ay (r est le rang de
Yx ). Alors,
-
X = Z Y;ej,
j=1

ot les variables Y; sont des variables gaussiennes (centrées) indépendantes, et Y
est de variance Aj. En conséquence, si Py désigne la loi de X, le support topologique
de Px est l’espace vectoriel engendré par €1,. .., €,

suppPx =e.v.(&1,...,&).

La loi Px est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur E si et
seulement si r = d, et dans ce cas la densité de X est

px(¥) = = exp— (x.75 ().
(2m)d/2\/detyx 2\ X
Démonstration. (i) Soit (g1,...,€&;) une base orthonormée de E dans laquelle y est
diagonale, y(€;) = Ajej pour 1 < j <d, etsoientYy,...,Y; des variables gaussiennes

centrées indépendantes avec var(Y;) = A;, 1 < j < d. On pose
d
X = Z Y;ej,
i=1

et on vérifie alors facilement que, si u = Z?=1 u;€j,

(ii) Si on écrit X dans la base (&1,...,€&;), la matrice de covariance des coordonnées

Y1,...,Y; est la matrice de Yy dans cette base, donc une matrice diagonale avec

Al,...,Ag sur la diagonale. Pour j € {r—+1,...,d},ona E[sz] =0doncY; =0p.s.

De plus, d’apres la Proposition 1.2 les variables Y7, ..., Y, sont indépendantes.
Ensuite, puisque X = Z;zl Y;€; p.s. il est clair que

suppPx C e.v.{el,..., &},

et inversement, si O est un pavé de la forme
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,
0:{”:):0‘./'8./1‘1./'<06j<bpVléjgr},

=1
on a PX € O] =[]} Pla; <Y; <bj] > 0. Cela suffit pour obtenir 1'égalité
suppPy =e.v.{€},...,&}.
Si r < d, puisque e.v.{€|,...,&} est de mesure nulle, la loi de X est étrangere

par rapport a la mesure de Lebesgue sur E. Si r = d, notons Y le vecteur aléatoire de
R¢ défini par Y = (Y1,...,Y,) et remarquons que X est I'image de Y par la bijection
©(1,...,ya) = Lyj€j. Alors, en notant y = (yi,...,y4),

E[g(X)] = Elg(o(Y))]

1 1 & ¥ dy;...dy,
= G hotooN e (-3 L 3)
= T Jae SO0 (500025 (90))) s

Lo
(zn)dﬂm/ 8(x) exp(—5 (o () d,

puisque la mesure de Lebesgue sur E est par définition I’image de la mesure de
Lebesgue sur RY par ¢ (ou par n’importe quelle autre isométrie de R sur E). Pour
la deuxieme égalité, on a utilisé le fait que Y1,...,Y,; sont des variables gaussiennes
A(0,A;) indépendantes, et pour la troisieme I’égalité

2
(9, % Zyjepr Z—j- -

1.3 Espaces et processus gaussiens

Dans ce paragraphe et le suivant, sauf indication du contraire, nous ne considérons
que des variables gaussiennes centrées et nous omettrons le plus souvent le mot
(3 499

centré”.

Définition 1.1. Un espace gaussien (centré) est un sous-espace vectoriel fermé de

L*(Q,.7,P) formé de variables gaussiennes centrées.
Par exemple, si X = (X1,...,Xy) est un vecteur gaussien centré dans R?, I’espace
vectoriel engendré par {Xi,...,X,;} est un espace gaussien.

Définition 1.2. Soit (E,&) un espace mesurable, et soit 7 un ensemble d’indices
quelconque. Un processus aléatoire (indexé par T') a valeurs dans E est une famille
(X;)ier de variables aléatoires a valeurs dans E. Si on ne précise pas (E,&’), on
supposera implicitement que E = R et & = %(RR) est la tribu borélienne de R.
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Définition 1.3. Un processus aléatoire (X;)cr a valeurs réelles est un processus
gaussien (centré) si toute combinaison linéaire finie des variables X;, t € T est
gaussienne centrée.

Proposition 1.3. Si (X;),cr est un processus gaussien, le sous-espace vectoriel
fermé de L* engendré par les variables X;, t € T est un espace gaussien, appelé
espace gaussien engendré par le processus X.

Démonstration. 11 suffit de remarquer qu’une limite dans L? de variables gaus-
siennes centrées est encore gaussienne centrée (cf. Proposition 1.1). O

Si H est un ensemble de variables aléatoires définies sur £, on note 6(H) la
tribu engendrée par les variables & € H (c’est la plus petite tribu sur Q qui rend
mesurables ces variables).

Théoreme 1.2. Soit H un espace gaussien et soit (H;)ie; une famille de sous-
espaces vectoriels de H. Alors les sous-espaces H;, i € I sont orthogonaux deux
a deux dans L? si et seulement si les tribus o (H;),i € I sont indépendantes.

Remarque. 11 est crucial que les espaces H; soient contenus dans un méme espace
gaussien. Considérons par exemple une variable X de loi .47(0,1) et une seconde
variable € indépendante de X et telle que Ple = 1] =Ple = —1] =1/2. Alors X; =X,
X, = €X sont deux variables .#'(0,1). De plus, E[X;X,] = E[¢]E[X?] = 0. Cepen-
dant X; et X, ne sont évidemment pas indépendantes (parce que |X;| = |X;|). Dans
cet exemple, le couple (X1,X>) n’est pas un vecteur gaussien dans R? bien que ses
coordonnées soient des variables gaussiennes.

Démonstration. Si les tribus o(H;) sont indépendantes, on a pour i # j, si X € H;
etY e H;,
E[XY]=E[X]E[Y] =0,

et donc les espaces H; sont deux a deux orthogonaux.
Inversement, supposons les espaces H; deux a deux orthogonaux. Par définition
de I'indépendance d’une famille infinie de tribus, il suffit de montrer que, si

i1,...,ip € I sont distincts, les tribus o(H;,),...,0(H;,) sont indépendantes. En-
suite, il suffit de montrer que, si on fixe §/,...,&, € Hy, ... ,&,....&0 € H,,,
les vecteurs (&],..., énll )s-->(&],..., &) sont indépendants (en effet, pour chaque

j€{1,...,p}, les ensembles de la forme {é{ € A17...,§,{} € Ay, } forment une
classe stable par intersection finie qui engendre la tribu G(H,-j), et on peut en-
suite utiliser un argument classique de classe monotone, voir I’ Appendice Al). Or,

pour chaque j € {1,...,p} on peut trouver une base orthonormée (n{ ,...,n,{,j)
de e.v.{élj yee .,énji} (vu comme sous-espace de L?). La matrice de covariance du
vecteur

1 1 2 2 p
(nl7"'7nm17n17"'7”;112)"'7”1a"'anr‘lrzp)

est donc la matrice identité (pour i # j, E [n;nf ] = 0 a cause de I’orthogonalité
de H; et Hj). Ce vecteur est gaussien car ses composantes sont dans H. D’apres la
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Proposition 1.2, les composantes sont indépendantes. Cela implique que les vecteurs

({5 s My )s--- (M7, M, ) sont indépendants. De maniére équivalente les vec-
teurs (§,...,&,),....(&,...,&h ) sont indépendants, ce qui était le résultat re-
cherché. U

Corollaire 1.1. Soient H un espace gaussien et K un sous-espace vectoriel fermé
de H. On note pg la projection orthogonale sur K. Soit X € H.

(i) Ona
E[X | o(K)] = pk(X).

(i) Soit 6% = E[(X — px(X))?]. Alors, pour tout borélien A de R,
PX eAfo(K)]=0(w,A),

ot Q(w,-) est la loi N (pg(X)(®),0?) :

O(w,A) = lzn/Adyexp(—M)

o 2072

(et Q(@,A) = 14(px (X)) si 6 =0).

Remarques. a) La partie (ii) de I’énoncé s’interprete en disant que la loi condition-
nelle de X sachant la tribu o(K) est laloi A4 (pg(X),0?).

b) Pour une variable aléatoire X seulement supposée dans L7, on a

EX[o(K)] = pr20.0(k)p)(X)-

L’assertion (i) montre que dans notre cadre gaussien, cette projection orthogonale
coincide avec la projection orthogonale sur 1’espace K, qui est bien plus petit que
L*(2,0(K),P).

¢) L’assertion (i) donne aussi le principe de la régression linéaire. Par exemple,
si (X1,X>,X3) est un vecteur gaussien (centré), la meilleure approximation (au sens
L?) de X3 connaisssant X; et X» s écrit 1;X; + A, X> ol A; et A, sont déterminés en
disant que X3 — (41 X; + A2X,) est orthogonal a e.v.(X;,X3).

Démonstration. (i) Soit ¥ = X — pg(X). Alors Y est orthogonal a K et d’apres le
Théoréme 1.2, Y est indépendante de o (K). Ensuite,

EX[o(K)] = E[pk(X) | o(K)]+E[Y | 6(K)] = px(X) + E[Y] = pk (X).

(i) On écrit, pour toute fonction f mesurable positive sur R,
ELF(X) | 6(K)] = ELf(px(X) +¥) | o(K)] = [ By(d) f(pi(X) +).

ot Py est la loi de Y qui est une loi .4'(0,6?%) puisque Y est une variable gaus-
sienne (centrée) de variance 6. Dans la deuxiéme égalité, on a utilisé le fait général
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suivant : si Z est une variable ¢-mesurable et si ¥ est indépendante de ¢ alors, pour
toute fonction g mesurable positive, E[g(Y,Z) | 4] = [g(y,Z) Pr(dy). Le résultat
annoncé en (ii) découle aussitdt de la formule précédente. O

Soit (X;);er un processus gaussien (centré). La fonction de covariance de X est
la fonction I" : T x T — R définie par I"(s,#) = cov(Xy, X;) = E[X;X;]. Cette fonc-
tion caractérise ce qu’on appelle la famille des lois marginales de dimension finie
de X, c’est-a-dire la donnée pour toute famille finie {71, ... ,tp} de T, de la loi du
vecteur (X,1 yeen ,ti) : en effet, ce vecteur est un vecteur gaussien centré de matrice
de covariance (I'(t;,t}))1<i j<p-

Remarque. On peut définir de maniere évidente une notion de processus gaussien
non centré. La famille des lois marginales de dimension finie est alors caractérisée
par la donnée de la fonction de covariance et de la fonction moyenne m(t) = E[X;].

On peut se demander si inversement, étant donné une fonction I" sur 7' x T, il
existe un processus gaussien X dont I” est la fonction de covariance. La fonction I
doit étre symétrique (I'(s,7) = I'(z,s)) et de type positif au sens suivant : si ¢ est une
fonction réelle a support fini sur 7', alors

Z c(s)e(®) I (s,1) = E[(;C(S)Xxy] > 0.

TxT

Remarquons que dans le cas ou T est fini, le probleme d’existence de X (qui est
alors simplement un vecteur gaussien) est résolu sous les hypotheses précédentes
sur I par le Théoreme 1.1. Le théoréme ci-dessous, que nous n’utiliserons pas dans
la suite, résout le probleme d’existence dans le cas général. Ce théoréme est une
conséquence directe du théoreme d’extension de Kolmogorov, dont le cas particulier
T =R, est énoncé ci-dessous dans le Théoréme 6.1 (voir [7, Chapitre III] pour le
cas général).

Théoreme 1.3. Soit I une fonction symétrique de type positif sur T x T. Il existe
alors un processus gaussien (centré) dont la fonction de covariance est I.

Exemple. On considere le cas 7 = R et on se donne une mesure finie symétrique
(i.e. u(—A) = u(A)) sur R. On pose alors

[(s,1) = / 60—y (dE).

On vérifie immédiatement que I a les propriétés requises : en particulier, si ¢ est
une fonction a support fini sur R,

Y e(s)e(t) [(s,1) = / 1Y ()€€ (ds) > 0.
R

RxR

La fonction I" possede la propriété supplémentaire de dépendre seulement de la
différence r — s. On en déduit aussitot que le processus X associé a I par le théoreme
précédent est stationnaire (au sens strict), au sens ou
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(loi)
(Xt1+f7 oo aXt,rH) = (th g aan)

pour tout choix de #q,...,t,,t € R. La mesure u est appelée la mesure spectrale du
processus.

1.4 Mesures gaussiennes

Définition 1.4. Soit (E, &) un espace mesurable, et soit [t une mesure o-finie sur
(E,&). Une mesure gaussienne d’intensité  est une isométrie G de L*(E, &, u) sur
un espace gaussien.

Donc, si f € L>(E,&, 1), G(f) est une variable aléatoire gaussienne centrée de
variance

E[G(f)2] = HG(J[)||12‘2(9732,1:) = ||in2(E,g#)-

En particulier, si f = 14 avec 1(A) < oo, G(14) suit la loi .#°(0,(A)). On notera
pour simplifier G(A) = G(14).
SoientAy,...,A, € & disjoints et tels que [L(A ;) < oo pour tout j. Alors le vecteur

(G(A1),...,G(An))

est un vecteur gaussien dans R” de matrice de covariance diagonale, puisque pour
i # J, la propriété d’isométrie donne

E[G(AI)G(A])} = <1Ai71Aj> =0.

L2(E,& 1)
D’aprés la Proposition 1.2 on en déduit que les variables G(A1),...,G(A,) sont
indépendantes.

Si A (tel que [(A) < o) s’écrit comme réunion disjointe d’une famille dénom-
brable A1,As, ... alors 14 = Y7 14, avec une série convergeant dans L*(E,&,u),
ce qui, a nouveau par la propriété d’isométrie, entraine que

G(A) = ic(m)

avec convergence de la série dans L?(Q,.7, P) (grace a I'indépendance des G(A )
et au théoreme de convergence des martingales discretes, on montre méme que la
série converge p.s.).

Les propriétés de 1’application A — G(A) “ressemblent” donc a celles d’une
mesure (dépendant de ). Cependant on peut montrer qu’en général, pour @ fixé,
I’application A — G(A)(®) ne définit pas une mesure (nous reviendrons sur ce point
plus loin).

Proposition 1.4. Soient (E,&) un espace mesurable et [l une mesure G-finie sur
(E,&). Il existe alors une mesure gaussienne d’intensité [L.
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Démonstration. Soit (f;,i € I) un systéme orthonormé total de L>(E,&, ). Pour
toute f € L*(E,&, 1) ona
f=Yar

iel

ol les coefficients o; = (f, f;) sont tels que

Y o =/ <.

icl

Sur un espace de probabilité, on se donne alors une famille (X;);c; de variables
A7(0,1) indépendantes (voir [7, Chapitre IIT] pour I’existence d’une telle famille —
dans la suite interviendra seulement le cas ou / est dénombrable, dans lequel on peut
donner une construction élémentaire), et on pose

G(f) =) X

icl

(la série converge dans L? puisque les X;, i € I, forment un systéme orthonormé dans
L?). 11 est alors clair que G prend ses valeurs dans I’espace gaussien engendré par
les X;, i € 1. De plus il est immédiat que G est une isométrie. a

On aurait pu aussi déduire le résultat précédent du Théoréme 1.3 en prenant 7 =
L*(E,& u) et IT'(f,g) = <f,g>L2(E_é,, )" On construit ainsi un processus gaussien

Xy, f € L*(E,&, 1)) et il suffit de prendre G(f) = X;.

Remarque. Dans la suite, on considérera uniquement le cas ou L>(E,&, 1) est
séparable. Par exemple, si (E,&’) = (Ry, Z(Ry)) et u est la mesure de Lebesgue,
on peut pour construire G se donner une suite (&,),cn de variables .47(0,1)
indépendantes, une base (@, ) ey de L2(R., Z(R. ),dt) et définir G par

G(f) =Y (f¢n)&n

neN

Proposition 1.5. Soit G une mesure gaussienne sur (E, &) d’intensité |. Soit A € &
tel que [L(A) < oo. Supposons qu’il existe une suite de partitions de A,

A :A’{U...UAZH
de pas tendant vers 0, i.e.
lim [ sup u(A}) | =0.
e \ 1< j<kn
Alors,

kn
lim ) G(A%)* = u(A)
n—»oojil

dans L*.
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Démonstration. Pour n fixé les variables G(AY), ..., G(A] ) sont indépendantes. De
plus, E [G(A’})z} = W(A"). On calcule alors facilement

i o b
£ (2 Gan? - u(A)> = Y var(GA) =2 3 (A,
=1 =1 =
car si X est une variable .4 (0, 62), var(X?) = E(X*) — o* = 30* — 6* = 20*. Or,

ki
ZIM(A’})2 < ( sup M(A’})> p(A)
f

1<j<ky

qui tend vers 0 quand n — oo par hypothese. a

Exercices

Exercice 1.1. Soit (X;),c[o,) un processus gaussien centré. On suppose que 1’appli-
cation (¢, ®) — X;(®) est mesurable de [0, 1] x £ dans R. On note K la fonction de
covariance de X.

1. Montrer que I’application 7 — X; est continue de [0, 1] dans L?(Q) si et seule-
ment si K est continue sur [0, 1]?. On suppose dans la suite que cette condition est
satisfaite.

2. Soit & : [0, 1] — R une fonction mesurable telle que fOI |h(t)|\/K(t,1)dt < oo.
Montrer que pour presque tout @, 1’intégrale fol h(t)X;()dr est absolument conver-
gente. On notera Z = fol h(t)X,dr.

3. On fait maintenant I’hypothése un peu plus forte jol |h(t)|dt < eo. Montrer que
Z est la limite dans L2, quand n — oo, des variables Z, = Y7 | X; [ ,’; h(r)dr et en
déduire que Z est une variable gaussienne. s

4. On suppose que K est de classe C2. Montrer que pour tout # € [0, 1], la limite

. X, — X,
X, == lim =2~

s—t §—1

existe dans L2(Q). Vérifier que (Xi)re[0,1) est un processus gaussien centré. Calculer
sa fonction de covariance.

Exercice 1.2. (Filtrage de Kalman) On se donne deux suites indépendantes (&,),en
et (1M,)nen de variables aléatoires gaussiennes indépendantes telles que pour tout 7,
&, est de loi .4 (0,02) et n, est de loi .47(0,82), olt 6 > 0 et § > 0. On considere
les deux autres suites (X,),en et (¥,),en définies par les relations Xy = 0, et pour
tout n € N, X1 = a, X, + €41 et ¥, = ¢X,, + 1np, OU ¢ et a, sont des constantes
strictement positives. On pose
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Xom =EX, | Yo, Y1,....%,]

X1 /n =EXop1 | Y0,Y1,.... Y.

Le but de I’exercice est de trouver une formule récursive permettant de calculer ces
deux suites de variables.

1. Vérifier que )A(,,H /n= anX, /n> POUr tout n > 0.

2. Montrer que pour tout n > 1,

E[X,Z,]
E[Z]]

~

Xn/n = Xn/n—l +

Zy,

avec Z, =Y, — an/n_l.
3. Calculer E[X,,Z,] et E[Z2] en fonction de P, := E[(X, — X, /,_1)?] et en déduire
que pour tout n > 1,

A A~ cP,
K = n \ Xnjnr + g = Z
n
4. Vérifier que P; = 62 et que 1’on a, pour tout n > 1, la relation de récurrence

, &%p,

2
Pi1:=0 +an—C2Pn T

Exercice 1.3. Soient H un espace gaussien (centré) et H; et H, des sous-espaces
vectoriels de H. Soit K un sous-espace vectoriel fermé de H. On note pg la projec-
tion orthogonale sur K. Montrer que la condition

VX, € H,VX; € Hy, E[Xi1X2] = E[pk(X1)pk(X2)]

entraine que les tribus o(H;) et o(H,) sont indépendantes conditionnellement
a o(K). (L'indépendance conditionnelle signifie que pour toute variable o (H)-
mesurable positive X et pour toute variable o(H;)-mesurable positive X, on a
E[X1X2|0(K)] = E[Xi|0(K)]E[Xz2|o(K)]. Via des arguments de classe monotone
expliqués dans I’ Appendice Al, on observera qu’on peut se limiter au cas ol Xj,
resp. Xa, est I’indicatrice d’un événement dépendant d’un nombre fini de variables
de Hy, resp. de H.)



Chapitre 2
Le mouvement brownien

Résumé Ce chapitre est consacré a la construction du mouvement brownien et &
I’étude de certaines de ses propriétés. Nous introduisons d’abord le pré-mouvement
brownien (terminologie non canonique!) qu’on définit facilement a partir d’une
mesure gaussienne sur R ;. Le passage du pré-mouvement brownien au mouvement
brownien exige la propriété additionnelle de continuité des trajectoires, ici obtenue
via le lemme classique de Kolmogorov. La fin du chapitre discute quelques pro-
priétés importantes des trajectoires browniennes, et établit la propriété de Markov
forte, avec son application classique au principe de réflexion.

2.1 Le pré-mouvement brownien

Dans ce chapitre, on se place a nouveau sur un espace de probabilité (Q2,.%, P).

Définition 2.1. Soit G une mesure gaussienne sur R, d’intensité la mesure de
Lebesgue. Le processus (B;);cr . défini par

B = G(I[OJ])

est appelé pré-mouvement brownien.

Proposition 2.1. Le processus (B;),>0 est un processus gaussien (centré) de fonc-

tion de covariance
not.)

K(s,t) = min{s,?} M0) At
Démonstration. Par définition d’une mesure gaussienne, les variables B; appar-
tiennent & un méme espace gaussien, et (B;),>( est donc un processus gaussien. De
plus, pour tous s, > 0,

EBB) = EG(0.8)G(0.)] = [ drio(nlog() =shr. O

J.-F. Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique,
Mathématiques et Applications 71, DOI: 10.1007/978-3-642-31898-6_2, 15
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Proposition 2.2. Soit (X;),;>0 un processus aléatoire a valeurs réelles. Il y a équiva-
lence entre les propriétés suivantes :

(i) (X;);>0 est un pré-mouvement brownien;

(i) (X;);>0 est un processus gaussien centré de covariance K (s,t) = s \t;

(iii) Xo = 0 p.s. et pour tous 0 < s < t, la variable X; — X; est indépendante de
0 (X,,r <s) et suit la loi N (0,1 —s);

(iv) Xo = 0 p.s. et pour tout choixde O =ty <1t; <--- <tp, les variables X;, — X;, |,
1 <i < p sont indépendantes, la variable X;, — X;, | suivant la loi A (0,t; —t;_y).

Démonstration. L’ implication (i)=-(ii) est la Proposition 2.1. Montrons I’implica-
tion (ii)=-(iii). On suppose que (X;);>0 est un processus gaussien centré de covari-
ance K(s,r) = sAt, et on note H 'espace gaussien engendré par (X;);>o. Alors
Xo suit une loi .47(0,0) et donc Xp = O p.s. Ensuite, fixons s > 0 et notons Hj
I’espace vectoriel engendré par (X,,0 < r < s), H, I’espace vectoriel engendré par
(Xy4u — Xs,u > 0). Alors H; et H, sont orthogonaux puisque, pour r € [0,s] et u > 0,

E[XV(XHM_XS)} :r/\(s‘f‘l/l)—r/\szr—r:o.

Comme Hj et Hj sont aussi contenus dans le méme espace gaussien H, on déduit du
Théoreme 1.2 que 6 (Hy) et o (H;) sontindépendantes. En particulier, si on fixe > s,
la variable X, — X; est indépendante de 6(Hy) = o(X,,r < s). Enfin, en utilisant la
forme de la fonction de covariance, on voit aisément que X; — X suit la loi .47(0,7 —
s).

L'implication (iii)=>(iv) est facile : en prenant s = f,_; et t = f, on obtient
d’abord que X, —X,pf1 est indépendante de (th7"'7ti—l) et on continue par
récurrence.

Montrons I"implication (iv)=-(i). Il découle facilement de (iv) que X est un pro-
cessus gaussien. Ensuite, si f est une fonction en escalier sur R, de la forme

f=Xi A1y, ) onpose

G(f) = Ai (Xti _XIH)

-

Il
—

(observer que cette définition ne dépend pas de I’écriture choisie pour f). On vérifie
immédiatement que si g est une autre fonction en escalier du méme type on a

Grace 2 la densité des fonctions en escalier dans L?>(R,%(R. ),dt), on en déduit
que I'application f — G(f) s’étend en une isométrie de LZ(R+, (Ry),dt) dans
I’espace gaussien engendré par X. Enfin, par construction, G([0,7]) = X; — Xo = X;.

O
Remarque. La propriété (iii) (avec seulement le fait que la loi de X; — X ne dépend
que de r — s) est souvent appelée propriété d’indépendance et de stationnarité des
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accroissements. Le pré-mouvement brownien est un cas particulier de la classe des
processus a accroissements indépendants et stationnaires.

Corollaire 2.1. Soit (B;);>0 un pré-mouvement brownien. Alors, pour tout choix de
0=1y<t; <--- <ty laloi duvecteur (By,,By,,...,By;,) a pour densité

B 1 RS (xi —xi-1)?
Pt 3n) = Q@) /1t —11) .. (tn —ta1) exp( ,; 2(ti —ti1) )

out par convention xo = 0.

Démonstration. Les variables B;,,B;, — By,,...,B;, —B; , étant indépendantes et
de lois respectives A7 (0,11), .47 (0,12 —11),...,. A (0,8, —t,—1), le vecteur (By,, B;, —
Bi,,...,B;, — B, _,) apour densité

N 1 v
Ot = o Tt ) (-1 2<r,-—rl-71)>7

i=1

et il suffit de faire le changement de variables x; = y; +---+y; pouri € {1,...,n}.
O
Remarque. Le Corollaire 2.1, avec la propriété By = 0, détermine les lois marginales
de dimension finie du pré-mouvement brownien (rappelons qu’il s’agit de la donnée,
pour tout choix de #1,...,t, € Ry, de la loi de (By,...,By,)). La propriété (iv) de
la Proposition 2.2 montre qu’un processus ayant les mémes lois marginales qu’un
pré-mouvement brownien doit aussi étre un pré-mouvement brownien.

Proposition 2.3. Soit B un pré-mouvement brownien. Alors,

(1) —B est aussi un pré-mouvement brownien;

(ii) pour tout A > 0, le processus Bl’l = %B 22; est aussi un pré-mouvement brown-
ien (invariance par changement d’échelle);

(iii) pour tout s > 0, le processus B,(S> = By — By est un pré-mouvement brownien
indépendant de & (B,,r < s) (propriété de Markov simple).

Démonstration. (i) et (ii) sont tres faciles. Démontrons (iii). Avec les notations
de la preuve de la Proposition 2.2, la tribu engendrée par B") est o(Hy), qui est
indépendante de o(H,) = 6(B,,r < s). Pour voir que B*) est un pré-mouvement
brownien, il suffit de vérifier la propriété (iv) de la Proposition 2.2, ce qui est

immédiat puisque B,(is) — Bfli)l =By, — By, - a
Si B est un pré-mouvement brownien et G est la mesure gaussienne associée, on
note souvent pour f € L*(R, Z(R,),dt),

6= | " fls)dB,

et de méme
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G(f1o) = [ F9)8B: . Gty = [ £(r)dB,.

Cette notation est justifiée par le fait que si u < v,
v
/ dB, = G(Ju,v]) = B, — By
u

L’application f — [y° f(s)dB, (c’est-a-dire la mesure gaussienne G) est alors ap-
pelée intégrale de Wiener par rapport au pré-mouvement brownien B. Rappelons
que [y f(s)dB; suit une loi gaussienne 4 (0, [5° f(s)2ds).

Comme les mesures gaussiennes ne sont pas de “vraies” mesures, la notation
Jo_ f(s)dBy ne correspond pas a une “vraie” intégrale dépendant de @. Une partie
importante de la suite de ce cours est consacrée a étendre la définition de [;” f(s)dB
a des fonctions f qui peuvent dépendre de .

2.2 La continuité des trajectoires

Définition 2.2. Si (X;);cr est un processus aléatoire a valeurs dans un espace E,
les trajectoires de X sont les applications T 3 7 — X;(®) obtenues en fixant @. Les
trajectoires constituent donc une famille, indexée par @ € 2, d’applications de T
dans E.

Soit B = (B;);>0 un pré-mouvement brownien. Au stade oll nous en sommes, on
ne peut rien affirmer au sujet des trajectoires de B : il n’est méme pas évident (ni vrai
en général) que ces applications soient mesurables. Le but de ce paragraphe est de
montrer que, quitte a modifier “un peu” B, on peut faire en sorte que ses trajectoires
soient continues.

Définition 2.3. Soient (X;);cr et (X;);er deux processus aléatoires indexés par le
méme ensemble T et i valeurs dans le méme espace E. On dit que X est une modi-
fication de X si

vteT, PX, =X]=1.

Remarquons que le processus X a alors mémes lois marginales de dimension
finie que X. En particulier, si X est un pré—mouvement brownien, X est aussi un
pré-mouvement brownien. En revanche, les trajectoires de X peuvent avoir un com-
portement tres différent de celles de X . Il peut arriver par exemple que les trajectoires
de X soient toutes continues alors que celles de X sont toutes discontinues.

Définition 2.4. Les deux processus X et X sont dits indistinguables s’il existe un
sous-ensemble négligeable N de Q tel que

Vo e Q\N, Vi€ T, X/(0)=X/ (o).

Dit de maniére un peu différente, les processus X et X sont indistinguables si
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PVteT, X, =X,)=1.

(Cette formulation est lIégerement abusive car I’événement {V¢ € T, X, = f(,} n’est
pas forcément mesurable.)

Si deux processus sont indistinguables, I’un est une modification de I’autre. La
notion d’indistinguabilité est cependant (beaucoup) plus forte : deux processus in-
distinguables ont p.s. les mémes trajectoires. Dans la suite on identifiera deux pro-
cessus indistinguables. Une assertion de la forme “il existe un unique processus tel
que ...” doit toujours étre comprise “a indistinguabilité prés”, méme si cela n’est pas
dit explicitement.

Si T = I est un intervalle de IR, et si X et X sont deux processus dont les trajec-
toires sont p.s. continues, alors X est une modification de X si et seulement si X et
X sont indistinguables. En effet, si X est une modification de X on a p.s. Vi €INQ,
X, = X, (on écarte une réunion dénombrable d’ensembles de probabilité nulle) d’ou
p.s. V¢ € 1, X, = X, par continuité. Le méme argument marche si on suppose seule-
ment les trajectoires continues a droite, ou a gauche.

Théoréme 2.1 (lemme de Kolmogorov). Soir X = (X;),c; un processus aléatoire
indexé par un intervalle borné I de R, a valeurs dans un espace métrique complet
(E,d). Supposons qu'il existe trois réels q, €,C > 0 tels que, pour tous s,t € I,

E[d(X,,X,)Y < Clt —s|' ¢,

Alors, il existe une modification X de X dont les trajectoires sont holdériennes
d’exposant o pour tout ® € Q et tout a €10, g[ : cela signifie que, pour tout

a <)o, g[, il existe une constante Cq () telle que, pour tous s, t € 1,

d(%,(0),%,()) < Ca(0) |t —5|".

En particulier, X est une modification continue de X (unique & indistinguabilité prés
d’apres ci-dessus).

Remarques. (i) Si / est non borné, par exemple si / = R, on peut appliquer le
Théoréme 2.1 a1 = [0,1],[1,2],[2,3], etc. et on trouve encore que X a une modifi-
cation continue, qui est localement holdérienne d’exposant ¢ pour tout ¢ €]0, € /4.

(i) 11 suffit de montrer que pour ¢ €]0,€/q[ fixé, X a une modification dont
les trajectoires sont holdériennes d’exposant «. En effet, on applique ce résultat a
une suite o | €/g en observant que les processus obtenus sont alors tous indistin-
guables, d’apres la remarque précédant le théoreme.

Démonstration. Pour simplifier I’écriture, on prend I = [0, 1], mais la preuve est la
méme pour un intervalle borné quelconque. On note D 1’ensemble (dénombrable)
des nombres dyadiques de I'intervalle [0,1[, c’est-a-dire des réels ¢ € [0,1] qui

s’écrivent
P
= Z Ex 27](
k=1

ol p > 1 estun entier et & = 0 ou 1, pour tout k € {1,...,p}.
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L’hypothese du théoreme entraine que, pour a > 0 et 5,7 € I,
Pld(X,,X;) > a] < a 9E[d(X,, X)) < Ca 9|t —s|'TE.

Fixons a €]0, 2[ et appliquons cette inégalité a s = (i—1)27", t =i27" (pour i €
{1,...,2"})eta=2""":

P [d(x(i,l)z_n,xiz_n) > 2—"“] < comaap—(+en

En sommant sur i on trouve

2)1
P[U{d (i—1)2n: Xign) =27 na}} <2n.c2rae-(+em — cpnle—qa)

Par hypothese, € — ga > 0. En sommant maintenant sur n on a donc

ZP[U{d (i—1)2-n: Xipn) > 277} < oo,
et le lemme de Borel-Cantelli montre que

p-s. Elno((l)) : Vn Z l’l()((!)), Vi e {1, NN ,2”}, d(X(i71>2—n,Xi2—n) S 27}106'

En conséquence, la constante Ky (@) définie par

( d(X(j—1)2-n,Xjp-n) )

Ko (@) = sup

n>1

sup -
1<i<on 2-na

est finie p.s. (Pour n > no(w), le terme entre parenthéses est majoré par 1, et d’autre
part, il n’y a qu’un nombre fini de termes avant ny(®).)

A ce point nous utilisons un lemme d’analyse élémentaire, dont la preuve est
reportée apres la fin de la preuve du Théoreme 2.1.

Lemme 2.1. Soit f une fonction définie sur [0,1] a valeurs dans I’espace métrique
(E,d). Supposons qu’il existe un réel o0 > 0 et une constante K < oo tels que, pour
tout entiern > 1 et tout i € {1,2,...,2"},

d(f((i—1)27"),f(i27")) <K27"%.

Alors on a, pour tous s,t € D,

2K
A, 1) < T

i

On déduit immédiatement du lemme et de la définition de Ky(®) que, sur
I’ensemble {Kq (@) < oo} (qui est de probabilité 1), on a, pour tous s,z € D,
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d(Xs,X;) < Ca(o) [t —s|%,

ot Cy(®) =2(1 —27%)~'Ky (). En conséquence, sur ’ensemble {K (@) < oo},
la fonction 7 — X;(®) est holdérienne sur D, donc uniformément continue sur D.
Puisque (E,d) est complet, cette fonction a un unique prolongement continu a [ =
[0,1], et ce prolongement est lui aussi holdérien d’exposant o. De maniére plus
précise, on pose pour tout 7 € [0, 1]

lim X,(w) siKy(@)<oo,

X[(CO) — {s—mseD

X0 si Ka((l)) =00,

oll xg est un point de E fixé de maniere arbitraire.

D’apres les remarques précédentes, le processus X a des trajectoires holdériennes
d’exposant ¢ sur [0, 1]. Il reste a voir que X est une modification de X. Pour cela,
fixons ¢ € I. L’hypothese du théoreme entraine que

1iII1X\ == X[

s—t
au sens de la convergence en probabilité. Comme par définition X; est aussi la limite
p.s. de X; quand s — ¢, s € D, on conclut que X; = X; p.s. a
Démonstration du Lemme 2.1. Fixons s, € D avec s < t. Soit p > 1 le plus petit
entier tel que 277 <t —s. Alors il est facile de voir qu’on peut trouver un entier
k > 0 et deux entiers [,m > 0 tels que

s=k27P — 8p+127p71 — . 8p+127p71
t=k2P+e2 P e, 2P+ e, 2P,
ol &, &; =0 ou 1. Notons
si=k2P —gp 27 P - —gy 2P (pour 0 <i<1)
=k g2 P te, 277 o tg, 270 (pour 0 < j < m).

Alors, en observant que s = §;,t =t,, et qu’on peut appliquer I’hypotheése du lemme
aux couples (so,), (si—1,8:) (pour 1 <i<I)et (tj_1,t;) (pour 1 < j <my), on trouve

d(f(s), f(t)) = d(f(s1), f (tm))
l m
< d(f(50), f(10)) + Y d(f(si-1), f(s0))+ Y d(f(tj-1), £(27))

=1 =1

! m
< K272 Y g2 (e Ly go-(rtia
2 2

=
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puisque 277 <t —s. Cela termine la preuve du Lemme 2.1. O
Nous appliquons maintenant le Théoreme 2.1 au pré-mouvement brownien.

Corollaire 2.2. Soit B = (B,),> un pré-mouvement brownien. Le processus B a une
modification dont les trajectoires sont continues, et méme localement holdériennes
d’exposant é — 0 pour tout § €]0, %[

Démonstration. Pour s < 7, la variable B, — By suit une loi .4 (0,7 — s), et donc
B, — B; a méme loi que v/t —sN, ot N suit une loi .4"(0, 1). En conséquence, pour
tout g > 0,

E[|B, — By|*] = (t — s)/E[|N|") = C, (t — 5)*/*

avec C;, = E[|N|?] < 0. Dés que ¢ > 2, on peut appliquer le théoréme avec &€ =
% — 1. On trouve ainsi que B a une modification dont les trajectoires sont continues,
et méme localement holdériennes d’exposant o pour tout o < (¢ —2)/(2qg). En
choisissant ¢ grand on trouve le résultat souhaité. ad

Définition 2.5. Un processus (B;);>( est un mouvement brownien (réel, issu de 0)
si:

(i) (By)s>0 est un pré-mouvement brownien.
(ii) Les trajectoires de B, c’est-a-dire les applications ¢ — B, (®) pour @ € Q,
sont toutes continues.

L’existence du mouvement brownien découle du corollaire précédent. En effet la
modification obtenue dans ce corollaire est encore un pré-mouvement brownien, et
ses trajectoires sont continues. Dans la suite on ne parlera plus de pré-mouvement
brownien et on s’intéressera uniquement au mouvement brownien.

Il est important de remarquer que 1’énoncé de la Proposition 2.3 reste vrai mot
pour mot si on remplace partout pré-mouvement brownien par mouvement brown-
ien. En effet, avec les notations de cette proposition, on vérifie immédiatement que
les processus —B,B* ,BY) ont des trajectoires continues si c’est le cas pour B.

Mesure de Wiener. Notons C(R,R) I’espace des fonctions continues de R dans
R. La donnée d’un mouvement brownien B fournit donc une application

Q — C(R;,R)
0 (1 B,(®))

et il est facile de vérifier que cette application est mesurable lorsque C(R,R) est
muni de la plus petite tribu, notée %, qui rende mesurables les applications co-
ordonnées w — w(z) (on montre aisément que cette tribu coincide avec la tribu
borélienne pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact). La
mesure de Wiener, ou loi du mouvement brownien, est par définition la mesure-
image de P(dw) par cette application. C’est donc une mesure de probabilité sur
C(R4,R).

Si W(dw) désigne la mesure de Wiener, le Corollaire 2.1 montre que, pour 0 =
fo<t] <-- <ty etAg,Aj,...,Ay € BR),
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W({w;w(tg) € Ag,w(t1) €EAq,...,w(ty) €EALY})
:P<BI0 €A07Bt1 6A17“'7Bt,, eAVl)

g dxy...dx, xl_xl 12
=14,(0 / e
AO( >.A1><~-~><An (27‘[)"/2\/t1(t2—t1)...(ln—l‘n_l) Xp( Z 2 tz*tz 1))

i=1

ou xo = 0 par convention.

Les valeurs ainsi obtenues pour W ({w;w(tp) € Ag,w(r1) € A1,...,w(ty) € An})
caractérisent la probabilit¢é W : en effet, la classe des ensembles de la forme
{w;w(to) € Ag,w(t1) €Ay,...,w(ty) € Ay} (les “cylindres”) est stable par intersec-
tion finie et engendre la tribu €, ce qui, par un argument standard de classe mono-
tone (voir I’ Appendice A1), suffit pour dire qu’une mesure de probabilité sur ¢ est
caractérisée par ses valeurs sur cette classe. Une conséquence des considérations
précédentes est le fait que la construction de la mesure de Wiener ne dépend pas
du choix du mouvement brownien B : la loi du mouvement brownien est unique (et
bien définie!). Si B’ est un autre mouvement brownien, on aura pour tout A € €,

P((Bf)iz0 € A) =W(A) = P((B:)i=0 € A).

Remarquons que dans 1’écriture P((B;);>0 € A), il faut interpréter (B;);>0 comme
la “fonction continue aléatoire” ¢ — B,(®) qui est une variable aléatoire a valeurs
dans C(R,R).

Nous utiliserons fréquemment la dernieére propriété sans plus de commentaires.
Voir par exemple la deuxieme partie de la preuve du Corollaire 2.3 ci-dessous.

Si I’on prend maintenant comme espace de probabilité
Q=CR,R), F=%, P(dw)=W(dw),

le processus, dit canonique,
X, (W) =w(r)

est un mouvement brownien (d’apres le Corollaire 2.1 et les formules ci-dessus).
C’est la construction canonique du mouvement brownien.

2.3 Comportement des trajectoires du mouvement brownien

Dans ce paragraphe, nous obtenons quelques informations sur 1’allure des trajec-
toires du mouvement brownien. Nous fixons donc un mouvement brownien (B;);>0
(issu de 0 comme c’est toujours le cas pour I’instant). Un ingrédient tres utile est le
résultat suivant, connu sous le nom de loi du tout ou rien de Blumenthal.

Théoreme 2.2. Pour tout t > 0, soit %, la tribu définie par

’% = G(BSas S t)?
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et soit
y(]_‘_ = m ys.
5>0

La tribu Fo+ est grossiére, au sens on VA € Fyy, P(A) =0 ou 1.

Démonstration. Soient 0 < 1] <t < -+ < f; et soit g : RF — R une fonction
continue bornée. Soit aussi A € % . Alors, par un argument de continuité,

E[lAg(B[I geon 7Blk)] = iEI%)E[lAg(B,] —Bg,. .. 7Btk —Bg)]

Mais, dés que € < 11, les variables B;, — Be, ..., B;, — B¢ sont indépendantes de .7
(par la propriété de Markov simple) et donc aussi de la tribu %, . Il en découle que

E[lAg(Bfl""vBlk)] = giir(l)P(A)E[g(Btl _Bea---7sz—Be)]
= P(A)E[g(By,,...,By)].

Ainsi on trouve que .%#( est indépendante de G (B;,,...,B;, ). Comme cela est
vrai pour toute famille finie {t1,...,%} de réels strictement positifs, o, est
indépendante de ¢ (B;,t > 0). Finalement 6(B;,t > 0) = o(B;,t > 0) puisque By
est la limite simple de B, quand r — 0. Comme %y, C o(B;,t > 0), on voit que
Zo+ est indépendante d’elle-méme, ce qui entraine que %, est grossiére. a

Corollaire 2.3. On a p.s., pour tout € > 0,

sup Bs >0, inf By <O0.
0<s<e 0<s<e

Pour tout a € R, soit T, = inf{r > 0: B; = a} (avec la convention inf & = o). Alors,
p.s., VaeR, T,<oo.
En conséquence, p.s.,

limsup B; = oo, litminfB, = —oo,

P e
Remarque. Il n’est pas a priori évident que la variable supy.,.. B, soit mesurable :
il s’agit d’un supremum non dénombrable de fonctions mesurables. Cependant,
parce que nous savons que les trajectoires de B sont continues, on peut se restreindre
aux valeurs rationnelles de s € [0, €] et on obtient alors un supremum dénombrable
de variables aléatoires. Nous utiliserons ce type de remarque implicitement dans la
suite.

Démonstration. Soit (£,) une suite de réels strictement positifs décroissant vers 0,

et soit
A:ﬂ{ sup By>0}.
p

0<s<g,
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Fig. 2.1 Simulation d’une trajectoire de mouvement brownien sur I’intervalle de temps [0, 1]

Il s’agit d’une intersection décroissante, et il en découle aisément que I’événement
A est Fy-mesurable. D’autre part,

P(A) = lim lP( sup By >0),

pee 0<s<g,

et
I
P( sup B, > o) > P(Be, >0) = 3.

0<s<g,

ce qui montre que P(A) > 1/2. D’apres le Théoréme 2.2 on a P(A) = 1, d’ou

p.s.Ve>0, sup B;>0.

0<s<e

L’assertion concernant info<s<¢ By est obtenue en remplagant B par —B.
Ensuite, on écrit

lzP( sup Bq >0) = imTP( sup BS>5>,
0<s<1 510 0<s<1
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et on remarque en appliquant la propriété d’invariance d’échelle (voir la Proposition
2.3(ii) et la notation de cette proposition) avec A = 1/ que

P( sup BS>5) :P( sup B;/é > 1) :P( sup B > 1).
0<s<l1 0<s<1/82 0<s<1/82

Pour la deuxieme égalité, on utilise les remarques suivant la définition de la mesure
de Wiener, montrant que la probabilité de I’événement {sup,, /52 Bs > 1} estla
méme pour n’importe quel mouvement brownien B. En faisant tendre § vers 0, on
trouve
P(supBS > 1) zlimTP( sup By > 1) —1.
520 410 0<s<1/52

Ensuite, un nouvel argument de changement d’échelle montre que pour tout M > 0,

P(susz >M) =1

s>0

et en utilisant le changement B — —B on a aussi
P(infBy < M) =1.
>0

Les dernieres assertions du corollaire en découlent facilement : pour la derniere, on
observe qu’une fonction continue f : R, — R ne peut visiter tous les réels que si
limsup,_, . f(t) = 4oo et liminf,_ o f(¢) = —oo. O

En utilisant la propriété de Markov simple, on déduit facilement du corollaire
que p.s. la fonction # — B, n’est monotone sur aucun intervalle non-trivial.

Proposition 2.4. Soit 0 =1 <] < --- <t, =t une suite de subdivisions de [0, 1]
de pas tendant vers 0 (i.e. sup; <;<, (t! —1' ;) — 0). Alors,

Pn
llm Z(Btt” _Bt771)2 B t7
i=1

n—oo

dans %

Démonstration. C’est une conséquence presque immédiate de la Proposition 1.5,

en écrivant By — By = G(]t]" 1,1}']), si G est la mesure gaussienne associée a B. 0
1 11—

On déduit facilement de la Proposition 2.4 et de la continuité des trajectoires que
p.s. la fonction ¢ — B; n’est a variation finie sur aucun intervalle non trivial (voir le
début du Chapitre 4 pour des rappels sur les fonctions continues a variation finie).
En particulier, il n’est pas possible de définir “@ par @” les intégrales de la forme
fé f(s)dB,; comme des intégrales usuelles par rapport a une fonction a variation finie.
Ceci justifie les commentaires de la fin du paragraphe 2.1.
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2.4 La propriété de Markov forte

Notre but est d’étendre la propriété de Markov simple (Proposition 2.3 (iii)) au cas
ou I’instant déterministe s est remplacé par un temps aléatoire 7. Nous devons
d’abord préciser la classe des temps aléatoires admissibles. On garde la notation
Z; introduite dans le Théoréme 2.2 et on note aussi %« = 6(By,s > 0).

Définition 2.6. Une variable aléatoire 7' a valeurs dans [0, o] est un temps d’arrét si,
pour tout 7 > 0, {T <t} € .%,.

On peut remarquer que si 7" est un temps d’arrét on a aussi pour tout # > 0,

{T<i}= |J {T<qteF.

q<(0./[NQ

Exemples. Les temps 7' =t (temps constant) ou 7' = T, sont des temps d’arrét (pour
le deuxieéme cas remarquer que {7, <} ={info<; <, |Bs —a|=0}). En revanche,
T=sup{s<1: B;=0} n’est pas un temps d’arrét (cela découlera par I’absurde
de la propriété de Markov forte ci-dessous et de la Corollaire 2.3). Si T est un temps
d’arrét, pour tout t >0, T+ est aussi un temps d’arrét (exercice).

Définition 2.7. Soit 7' un temps d’arrét. La tribu du passé avant 7" est
Fr={A€ F.:Vt >0, AN{T <t} € F}.

On vérifie facilement que .%7 est bien une tribu et que la variable aléatoire T est
Fr-mesurable (exercice). De plus, si on définit 1 {T<w}Br en posant

_ [ Brg)(@) siT(®) <o
1{T<°°}BT(CO) - {0 si T((D) = oo,

alors 1{T<°°}BT est aussi une variable aléatoire .%#7-mesurable. Pour le voir, on re-

marque que

1i7<}Br = lim ;)l{iZ*ﬂgT<(i+l)2*”}Bi2*” = r}ijrolo;)1{T<(i+l)2*”}1{i2*”§T}Bi2*”-

n—oo

On observe ensuite que, pour tout s > 0, Bs1g<7y est Fr-mesurable, parce que si
A est un borélien de R ne contenant pas 0 (le cas 0 € A est traité par passage au
complémentaire) on a

1%} sit<s
{B‘YI{SST}GA}O{TS’}{{BSeA}m{nggz} sit>s

qui est .%;-mesurable dans les deux cas (écrire {s <T <t} = {T <t} N{T < s}).

Théoreme 2.3 (Propriété de Markov forte). Soit T un temps d’arrét. On suppose
que P(T < =) > 0 et on pose, pour tout t > 0,
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T
B = 17 <o} (Br+: — Br)

Alors, sous la probabilité conditionnelle P(- | T < o), le processus (BI(T))IZ() est un
mouvement brownien indépendant de Fr.

Démonstration. Nous établissons d’abord le théoréme dans le cas ot 7 < oo p.s.
Pour cela, nous allons montrer que, siA € F7,0<t; <--- <t, et F est une fonction
continue bornée de R” dans R, on a

E[M,F(B),...,B])] = PIAJE[F(B,....,B,,)]. @2.1)

Cela suffit pour établir les différentes assertions du théoréme : le cas A = 2 montre
que BT) est un mouvement brownien (remarquer que les trajectoires de B") sont
continues) et d’autre part (2.1) entraine que pour tout choix de 0 <1 < --- <1, le

vecteur (Bt(lT ), e 7Bt(pT)) est indépendant de .7, d’oti il découle par un argument de

classe monotone (Appendice A1) que B() est indépendant de .%7.

Pour tout entier n > 1, notons [T'|,, le plus petit réel de la forme k2" supérieur ou
égala T, avec [T], = oo si T = oo (il est facile de voir que [T'],, est un temps d’arrét,
mais nous n’aurons pas besoin de cela). Pour montrer (2.1), on observe d’abord que
p-s.

TEERERE

By =1im F(B" ... BT

N—roo0 ) 7 4 3

d’ ol par convergence dominée,

EMF (BB
— 1im E[1, F(B!" ... B{"1)]

Nn—oo P

= r}l_{lolo Y EMaliu_iprcr<onyF (B —Bian, ... s Bia-ny1, — Bra-n)],
k=0

ol pour la derniere égalité on a distingué les valeurs possibles de [T],. Pour A € Fr,
Iévénement AN{(k—1)27" < T <k27"} =(AN{T <k27"})N{T < (k—1)27"}°
est .F,-n-mesurable. D’apres la propriété de Markov simple (Proposition 2.3 (iii)),
on a donc

E[yn((—12-n<r<t2-F (Bro-nysy — Bia-ns- - Big-n iy, — Bron)]
— PAN{(k— 127" <T <kK2"}E[F (B, ... B,)),

et il ne reste plus qu’a sommer sur k pour arriver au résultat souhaité.
Finalement, lorsque P[T = o] > 0, les mémes arguments conduisent &

Ellunirwy FBY,... .BI) = PIAN{T < o} E[F(B,,.....B,,)]

et le résultat recherché en découle a nouveau. O
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Une application importante de la propriété de Markov forte est le principe de
réflexion illustré dans la preuve du théoréme suivant.

Théoreme 2.4. Pour tout t > 0, notons S; = Sup,<; Bs. Alors, sia>0etb<a,ona
P[S[ ZCLB[ Sb] :P[B[ ZZa—b]

En particulier, S; a méme loi que |B;|.

2a—b S

i
1
}
|
,A\ "\, . v |
N N
a 4 N \ |
v . 7
A |
|
|

| v ‘e

\Y T,

Fig. 2.2 Tllustration du principe de réflexion : la probabilité, conditionnellement a {7, <}, que
la courbe soit sous b a I’instant ¢ coincide avec la probabilité que la courbe réfléchie au niveau a
apres T, (en pointillés) soit au-dessus de 2a — b a I’instant ¢

Démonstration. On applique la propriété de Markov forte au temps d’arrét
T,=inf{t >0:B, = a}.

On a déja vu (Corollaire 2.3) que 7, < oo p.s. Ensuite, avec la notation du Théoréme
2.3,ona

P[S,>a,B, <b]=P[T,<1,B, < b]=P[T, <1,B") <b—ad,
puisque Bfi“T)ﬂ = B, — By, = B, — a. Notons B = B4 de sorte que d’apres le
Théoreme 2.3, le processus B’ est un mouvement brownien indépendant de %7,
donc en particulier de 7,. Comme B’ a méme loi que —B’, le couple (7,,B’) a aussi
méme loi que (7, —B'). Soit H = {(s,w) E Ry xC(R+,R) :s <t, w(t—s) <b—a}.
La probabilité précédente vaut

P((T,,B') € H| = P|(T,,—B') € H|
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P[T, <t,~B") <b—ad
P[T, <t,B, >2a—b]
[Bl‘ Z 261—17}

parce que I’événement {B; > 2a — b} est p.s. contenu dans {7, <1}.
Pour la deuxieme assertion on observe que

P[S[ 2(1] :P[S[ Za,Bl Za]—‘y—P[St Z(LBI Sa] :2P[B[ Za] :P[IBZ} Za],

d’oti le résultat voulu.
On déduit immédiatement du théoréme précédent que la loi du couple (S;,B;) a
pour densité

2(2a—b 2a—b)?
g(a,b) = %ex (—%) 1i4>00<a}-

2
. A . a L
Corollaire 2.4. Pour tout a > 0, T, a méme loi que 7 et a donc pour densité
1

2
a a
f(t) - \/ﬂexp(i Z_I) 1{l>0}'

Démonstration. On écrit, en utilisant le Théoreme 2.4 dans la deuxieme égalité,

Cl2

P[T, <t] = P[S, > a| = P[|B;| > a] = P[B> > d*] = P[tB} > d°] = P[B—% <1].
Ensuite, puisque B; suit une loi .#(0, 1) on calcule facilement la densité de a*/B3.
O

Généralisations. Soit Z une variable aléatoire réelle. Un processus (X;),;>o est appelé
mouvement brownien (réel) issu de Z si on peut écrire X; = Z+ B; ou B est un
mouvement brownien issu de 0 et indépendant de Z.

Un processus B, = (B),...,B¢) a valeurs dans R est un mouvement brownien
en dimension d issu de 0 si ses composantes B!, ..., B¢ sont des mouvements brow-
niens réels issus de 0 indépendants. On vérifie facilement que si @ est une isométrie
vectorielle de RY, le processus (®(B,));>0 est encore un mouvement brownien en
dimension d.

Enfin, si Z est une variable aléatoire 2 valeurs dans R et X, = (X',...,X%) un
processus a valeurs dans R, on dit que X est un mouvement brownien en dimension
d issu de Z si on peut écrire X; = Z+ B, ou B est un mouvement brownien en
dimension d issu de 0 et indépendant de Z.

La plupart des résultats qui précedent peuvent étre étendus au mouvement brow-
nien en dimension d. En particulier, la propriété de Markov forte reste vraie, avec
exactement la méme démonstration.
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Exercices

Dans tous les exercices ci-dessous, (B;);>0 désigne un mouvement brownien réel
issu de 0. On note S; = supg« <, Bs.

Exercice 2.1. (Inversion du temps)

1. Montrer que le processus (W;),>o défini par Wy = 0 et W, = ¢B; /¢ pour 7 > 0 est
indistinguable d’un mouvement brownien réel issu de O (vérifier d’abord que W est
un pré-mouvement brownien).

B
2. En déduire que tlim Tt =0p.s.

Exercice 2.2. Pour tout réel a > 0, on pose T, = inf{sr > 0 : B, = a}. Montrer que
le processus (T;,),>0 est & accroissements indépendants et stationnaires, au sens o,
pour tous 0 < a < b, la variable T, — T, est indépendante de la tribu 6(7;,0 < ¢ <a)
et a méme loi que 7.

Exercice 2.3. (Pont brownien) On pose W, = B, —tB; pour tout ¢ € [0, 1].

1. Montrer que (W;),c[o,1) est un processus gaussien centré et donner sa fonction de
covariance.

2. Soient 0 <) <t <--- <t, < 1. Montrer que la loi de (W;,,W,,,...,W,,) a pour
densité

g(xh e 7-xp) = \/Eptl (Xl)Ptz—tl (xz —Xl) “Pry—tp (xp —prl)Pl—tp(_xp)»
ou p(x) = ﬁexp(—ﬁ/%). Justifier le fait que la loi de (W, W,,...,W,,) peut
étre interprétée comme la loi de (B, , By, , . .. ,Btp) conditionnellement a By = 0.
3. Vérifier que les deux processus (W;),c(o,1] €t (Wi—);c[0,1] ont méme loi (comme
dans la définition de la mesure de Wiener cette loi est une mesure de probabilité sur
I’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R).

Exercice 2.4. (Maxima locaux) Montrer que p.s. les maxima locaux du mouvement
brownien sont distincts : p.s. pour tout choix des rationnels p,q,r,s tels que p < g <
r<sona

sup B; # sup B, .

P<t<q r<t<s

Exercice 2.5. (Non-différentiabilité¢) A 1’aide de la loi du tout ou rien, montrer que,
p-s.
. B, .. B
limsup — = 4o | liminf— = —co.
£10 P Vi 110 /1
En déduire que pour tout s > 0, la fonction ¢ +— B, n’est p.s. pas dérivable a droite
en s.

Exercice 2.6. (Zéros du mouvement brownien) Soit H := {r € [0,1] : B, = 0}. En
utilisant le Corollaire 2.3 et la propriété de Markov forte, montrer que H est p.s.
un sous-ensemble compact sans point isolé et de mesure de Lebesgue nulle de
I'intervalle [0, 1].
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Exercice 2.7. (Retournement du temps) On pose B; = B; — Bj_, pour tout ¢ € [0, 1].
Montrer que les deux processus (B:)e(o,1] et (B{),E[OJ] ont méme loi (comme dans
la définition de la mesure de Wiener ces lois sont des mesures de probabilité sur
I’espace des fonctions continues de [0, 1] dans R).

Exercice 2.8. (Loi de I’arcsinus) On pose T :=inf{t > 0: B, = S }.

1. Montrer que 7 < 1 p.s. (on pourra utiliser I’exercice précédent) puis que 7 n’est
pas un temps d’arrét.

2. Vérifier que les trois variables aléatoires S;, S; — B; et |B;| ont méme loi.

3. Montrer que 7 suit la loi dite de 1’arcsinus qui a pour densité

1
g(t) = 7“/“—17—01]0’1[0).

4. Montrer que les résultats des questions 1. et 3. restent vrais si on remplace T par
L:=sup{r <1:B,=0}.

Exercice 2.9. (Loi du logarithme itéré) Le but de 1’exercice est de montrer la pro-
priété suivante:

lim sup

B,
——==1 ps.
10 +/2t1oglogt P:3
On pose h(t) = /2tToglogt.

2
e /2
1. Montrer que, pour tout > 0, P(S, > ur/t) ~

u\/2m

2. On se donne deux réels 7 et c tels que 1 < r < ¢?. Etudier le comportement des
probabilités P(S,» > ch(r*~')) quand n — oo et en déduire que p.s.

, quand u tend vers oo,

limsup

By
— <1
1—e /2tloglogt —
3. Montrer qu’il existe p.s. une infinité de valeurs de n telles que

-1

Br” _Brnfl 2
r

h(r).

En déduire le résultat annoncé.
4. Que vaut la limite liminf !

ot 9
e \/2tloglogt



Chapitre 3
Filtrations et martingales

Résumé Dans ce chapitre, nous introduisons les rudiments de la théorie générale
des processus sur un espace de probabilité muni d’une filtration. Cela nous amene a
généraliser plusieurs notions introduites dans le chapitre précédent dans le cadre du
mouvement brownien. Dans un second temps, nous développons la théorie des mar-
tingales a temps continu et nous établissons en particulier les résultats de régularité
des trajectoires, ainsi que plusieurs formes des théoremes d’arrét pour les martin-
gales et les surmartingales.

3.1 Filtrations et processus

Dans ce chapitre, les processus sont indexés par R .

Définition 3.1. Soit (2,.%, P) un espace de probabilité. Une filtration sur cet espace
est une famille croissante (.%;)o<;<e, indexée par [0,c0], de sous-tribus de .7 .

On a alors, pour tous 0 < s < ¢,
FoC Fy C Fy C Foo CF .

On dira parfois que (2,.7,(.%),P) est un espace de probabilité filtré.

Exemple. Si B est un mouvement brownien, on peut prendre
F =0(Bs,0<5<t), Foo=0(Bs,5>0).

Plus généralement, si X = (X;,7 > 0) est un processus indexé par R, la filtration
canonique de X est définie par %, = 0(X;,s <71) et Foo = 6(X;,s > 0). Cette filtra-
tion canonique sera souvent complétée, comme nous le définirons plus loin.

Soit (Z;)o<r<e une filtration sur (£2,.%,P). On pose pour tout z > 0
,%+ = ﬂ Fs.
s>t

J.-F. Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique,
Mathématiques et Applications 71, DOI: 10.1007/978-3-642-31898-6_3, 33
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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La famille (%4 )o<i<e (avec For = Fo.) est aussi une filtration. On dit que la
filtration (%) est continue a droite si

yH»:L%a VZ‘ZO

Soit (.%;) une filtration et soit .4 la classe des ensembles P-négligeables de .Z..
(i.e. A€ A s’il existe A’ € P tel que A C A et P(A’) = 0). La filtration est dite
compléte si N C % (etdonc A C % pour tout 7). Si (%) n’est pas complete, on
peut la compléter en posant .#, = .7,V A", pour tout 7 € [0, 0], de sorte que (%)
est une filtration complete.

On dira qu’une filtration (%) satisfait les conditions habituelles si elle est a
la fois continue a droite et complete. Partant d’une filtration quelconque (.%;) on
peut construire une filtration qui satisfait les conditions habituelles, simplement
en complétant la filtration (.%;4). C’est ce qu’on appelle aussi I’augmentation
habituelle de la filtration (.%).

Définition 3.2. Un processus X = (X;),>0 a valeurs dans un espace mesurable E est
dit mesurable si I’application

(@,1) = X ()
définie sur 2 x R, muni de la tribu produit .# @ #(R..) est mesurable.

Cette propriété est plus forte que de dire que, pour tout 7 > 0, X; est .% -mesurable.
Cependant, si I’on suppose que E est un espace métrique muni de sa tribu borélienne
et que les trajectoires de X sont continues, ou seulement continues a droite, il est
facile de voir que les deux propriétés sont équivalentes (approcher X par des pro-
cessus “‘en escalier” qui sont mesurables).

Dans toute la suite de ce chapitre on suppose qu’on s’est fixé une filtration
(%#,) sur un espace de probabilité (£2,.7, P), et de nombreuses notions parmi celles
que nous allons introduire dépendent du choix de cette filtration.

Définition 3.3. Un processus (X;);>o est dit adapté si, pour tout 1 > 0, X; est .Z;-
mesurable. Ce processus est dit progressif si, pour tout # > 0, ’application

(@,5) = X;(@)
définie sur Q x [0,7] est mesurable pour la tribu .%; ® %([0,1]).

Remarquons qu’un processus progressif est adapté et mesurable (dire qu’un
processus est mesurable est équivalent a dire que, pour tout # > 0, I"application
(w,s) — X;(@) définie sur Q x [0,7] est mesurable pour la tribu .7 ® Z(|0,1])).

Proposition 3.1. Soit (X;),>0 un processus a valeurs dans un espace métrique
(E,d). Supposons que X est adapté et a trajectoires continues a droite (i.e. pour
tout @ € Q, t — X, () est continue a droite). Alors X est progressif.
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Démonstration. Fixons ¢ > 0. Pour tout entier n > 1 et pour tout s € [0,¢], définissons
une variable aléatoire X' en posant

X{' =Xim sis€[(k—1)t/nkt/n], ke {l,...,n},

et X' = X,. La continuité a droite des trajectoires assure que, pour tous s € [0,7] et
e Q,
X;(w) = lim X} (o).

n—oo

Par ailleurs, pour tout borélien A de E,

{(@,5) € 2 x[0,1]: X"(w) € A} = ({X, €A} x {1})

U(U (e ap (1 K1)

k=1 n

qui est clairement dans la tribu .% ® %4([0,1]). Donc, pour tout n > 1, I’application
(w,s) — X!"(w), définie sur Q x [0,7], est mesurable pour .%; ® %([0,t]). Une limite
simple de fonctions mesurables étant mesurable, la méme propriété de mesurabilité
reste vraie pour I’application (®,s) — X;(®) définie sur  x [0,7]. On conclut que
le processus X est progressif. g
Remarque. On peut remplacer continu a droite par continu a gauche dans I’énoncé
de la proposition. La preuve est exactement analogue.

Tribu progressive. La famille des parties A € .#% @ B(R, ) telles que le processus
X, (®) = 14(w,1) soit progressif forme une tribu sur Q x R, appelée la tribu pro-
gressive. Il est alors facile de vérifier (exercice!) qu’ un processus X est progressif si
et seulement si Iapplication (®,) — X, (®) est mesurable sur Q x R, muni de la
tribu progressive.

3.2 Temps d’arrét et tribus associées

Dans ce paragraphe, nous généralisons les notions de temps d’arrét et de tribu du
passé avant un temps d’arrét, qui ont déja été vues dans un cadre particulier dans le
chapitre précédent.

Définition 3.4. Une variable aléatoire T : Q — [0,0] est un temps d’arrét de la
filtration (.%) si, pour tout r > 0, {T <t} € .%,.

Dans la suite, sauf précision contraire, “temps d’arrét” voudra dire “temps d’arrét
de 1a filtration (.%,)” (nous rencontrerons d’autres filtrations). Remarquons que, si
T estun temps d’arrét, {7 = oo} = (Upen{T < n})¢ est dans Z..

On associe a un temps d’arrét 7 la tribu du passé avant 7" définie par

Fr={A€ P : ¥t > 0,AN{T <t} € F}.
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Proposition 3.2. Notons &, = .Z,, la filtration des limites a droite de .%;. Alors,
pour tout temps d’arrét T, on a

Gr ={A € Fo ¥t >0,AN{T <t} € Z}.

On notera
yr.;,_ = gT-

Démonstration. D’abord, si A € ¢, on a pour tout 7 > 0, AN{T <t} € 4. Donc

An{T <1} =J (Aﬁ{Tﬁt—%}) €

n>1

puisque AN{T <r— %} €Y _1/n C F, pour toutn > 1.
Inversement, supposons AN{T <t} € .% pour tout > 0. Alors, pour tout # > 0,
ettouts >t,
1
AN{T <1} =) (Am{T<t+—}) € F
n

n>1

puisqu’on peut limiter I’intersection aux valeurs n > ng, avec ng tel que ¢ + % <.
On obtient ainsi que AN{T <t} € #, =% etdonc A € %r. O

Propriétés des temps d’arrét et des tribus associées.

(a) Pour tout temps d’arrét T, on a Fy C Fr,. Si la filtration (%) est continue
a droite, on a I = Jr.

(b) Une fonction T :  — R est un temps d’arrét de la filtration (.%;, ) si et
seulement si, pour tout ¢ > 0, {T <t} € %. Cela équivaut encore 2 dire que
T At est Z;-mesurable, pour tout 7.

(¢) Si T =t est un temps d’arrét constant, %y = %, Fry = F;.

(d) Soit T un temps d’arrét. Pour A € %, posons

T(w) siwmeA
TA(G)){+°° Siﬂ)%A

Alors A € Zr si et seulement si 74 est un temps d’arrét.

(e) Soit T un temps d’arrét. Alors T est .#r-mesurable.

(f) Soient S, T deux temps d’arrét. Si § < T, alors %y C F7 et Fgy C.F74.En
général, SV T et SAT sont deux temps d’arrét et Fg,r=F%sN.Zr. De plus,
{S<T}eFsar. {S=T} e FspT.

(g) Si (S,) est une suite croissante de temps d’arrét, alors S = lim T S, est aussi
un temps d’arrét.

(h) Si (S,) est une suite décroissante de temps d’arrét, alors S = lim | S, est un
temps d’arrét de la filtration (.7 ), et

Tse =) Fs,+-

n
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(i) Si (S,) est une suite décroissante stationnaire de temps d’arrét (i.e. Vo,
IN(w): Vn > N(®), S, (@) = S(w)) alors S = lim | S, est aussi un temps d’arrét,
et
Fg = ﬂfsn.
n

(j) Soit T un temps d’arrét. Une fonction @ — Y (®) définie sur I’ensemble
{T < oo} et a valeurs dans un espace mesurable (E,&’) est .Fr-mesurable si
et seulement si, pour tout # > 0, la restriction de ¥ a I’ensemble {7 < 7} est
Z;-mesurable.

Remarque. Dans la propriété (j) nous utilisons la notion évidente de ¢-mesurabilité
pour une variable @ — Y () définie seulement sur une partie ¢-mesurable de
I’espace Q2 (¥ étant une tribu sur Q). Cette notion interviendra de nouveau dans
le Théoréme 3.1 ci-dessous.

La preuve des propriétés précédentes est facile. Nous laissons en exercice la
preuve des cing premicres et démontrons les cinq dernieres.
) SiS<TetAec Fgalors

AN{T <t} =(AN{S<HN{T <1} e 7,

d’ott A € .Z7. Le méme argument (utilisant cette fois la Proposition 3.2) donne
Fsy C Iy
En général,
{SAT <1} ={S<t}U{T <1} € F,
{SVT <t} ={S<t}n{T <t} € .%,.

Il est immédiat d’apres la premiere assertion de (f) que Fgar C (FsN Fr). De
plus, si A € FsN S,

AN{SAT <t} =(AN{S<t}HUAN{T <t}) € %,

d’ou A € Fsur.
Ensuite, pour 7 > 0,

{S<TIN{T <t} ={S<t}n{T <t}nN{SAt <T At} € .F%
{S<TIN{S<t}={SAt <TAt}N{S <t} € F#,
car SAt et T At sont .%-mesurables d’apres (b). Cela donne {S < T} € FsN.Fp =
Fsnr. Ensuite, on écrit {S=T} ={S<T}N{T <S§}.

(g) I suffit d’écrire
{S<i}=(\{S, <t} e.7.
n

(h) On écrit
{S<t}={Su<t} e .
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De plus, d’apres (f) on a Fs. C Fg, 4 pour tout n, et inversement si A € (), Zs, +,

An{S <1} ={JAn{S, <1}) € 7,

d’ou A € Fy,.
(i) Dans ce cas on a aussi

{s<ty=\{S» <1} e 7,

etpour A €, s,

An{s <t} ={JAn{S, <1}) e A,

d’oul A € Fs.

(j) Supposons d’abord que, pour tout ¢ > 0, la restriction de ¥ a {7 <t} est
Z;-mesurable. On a alors, pour toute partie mesurable A de E,

{yeAyn{r <1} e #.

En faisant tendre ¢ vers oo, on obtient d’abord que {Y € A} € Z., puis on déduit de
I"égalité précédente que {Y € A} est dans .%7. On conclut que Y est .%r-mesurable.
Inversement, si Y est % r-mesurable, {Y € A} € Fretdonc {Y € A}N{T <t} € .7,
d’ou le résultat voulu. O

Théoreme 3.1. Soit (X;),>0 un processus progressif a valeurs dans un espace
mesurable (E,&), et soit T un temps d’arrét. Alors la fonction ® — Xr(®) =
Xr(w) (), définie sur I’ensemble {T < oo}, est Fr-mesurable.

Démonstration. On applique la propriété (j) ci-dessus : la restriction a {7 <t} de
I’application ® — X7 (®) est la composition des deux applications
{T<t}320+— (0,T(®))
F F2B([0,1])

et

(@,5) — X(@)
ZioB(04) &
qui sont toutes les deux mesurables (la deuxieme par définition d’un processus pro-

gressif). On obtient que la restriction & {7 <t} de I’application @ — Xr(®) est
Z-mesurable, ce qui suffit pour conclure d’aprés la propriété (j). O

Proposition 3.3. Soient T un temps d’arrét et S une variable aléatoire Fr-mesurable
telle que S > T. Alors S est aussi un temps d’arrét.
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En particulier, si T est un temps d’arrét,

o k41
Tn= Z on Lgoner<snyory T Lr—oy n=0,1,2,...
k=0

définit une suite de temps d’arrét qui décroit vers T.
Démonstration. On écrit
{S<t}={S<t}n{T <t} e Z

puisque {S <t} est .Zr-mesurable. La deuxieme assertion en découle puisque 7,
est clairement .%r-mesurable et 7, > T'. O

Nous terminons ce paragraphe avec un théoréeme général qui permet la construc-
tion de nombreux temps d’arrét.

Théoreme 3.2. On suppose que la filtration (F;) vérifie les conditions habituelles
(elle est complete et continue a droite). Soit A C Q x R, un ensemble progressif
(i.e. tel que le processus X;(®) = 14(,1) soit progressif) et soit Dy le début de A
défini par

Da(w) =inf{r >0: (w,r) € A} (avec inf@ = o0).
Alors Dy est un temps d’arrét.
La preuve de ce théoreme repose sur le résultat difficile de théorie de la mesure
qui suit.

Théoreme. Soit (A,¥,II) un espace de probabilité complet, au sens oi la tribu
4 contient tous les ensembles IT-négligeables. Soit H C A x Ry un ensemble
mesurable pour la tribu produit 4 @ B(R..). Alors la projection de H,

pH)={weA:Tt>0,(w,t)cH}

appartient a la tribu 9.
(Pour une preuve voir par exemple le Chapitre III de [1].)

Démonstration du Théoreme 3.2. On applique le théoréme ci-dessus en fixant
t >0, en prenant (A,¥,IT) = (2,.%,P) et H= (2 x [0,z[) NA. La définition
d’un processus progressif montre que H est mesurable pour % @ Z(R,). En
conséquence,

pH)={weQ:3s<t, (0,5 €A} € F.
Or {D4 <t} = p(H). On a donc obtenu {Dy <t} € .%; et puisque la filtration est
continue a droite, la propriété (b) montre que D4 est un temps d’arrét. a

Dans la suite, nous n’utiliserons pas le résultat du Théoreéme 3.2 mais seulement
des résultats plus faibles que 1’on peut obtenir sans hypothese sur la filtration (.%;).
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Proposition 3.4. Soit (X;),>0 un processus adapté, & valeurs dans un espace métrique
(E.d).
(1) Supposons que les trajectoires de X sont continues a droite, et soit O un ouvert
de E. Alors

To=inf{r>0:X, € O}

est un temps d’arrét de la filtration (F,.).
(i1) Supposons que les trajectoires de X sont continues, et soit F un fermé de E.
Alors

Tr =inf{t >0:X, € F}

est un temps d’arrét.

Démonstration. (i) On a pour tout 7 > 0,

{To<t}= |J {Xsc0}ez.
s€[0,[NQ

(i) De méme,

(Tp <1} = { inf d(X,,F) = 0} - { inf d(X,,F) = 0} cZ. O
0<s<t s€[0,4]NQ

3.3 Martingales et surmartingales a temps continu

Rappelons qu’on a fixé un espace de probabilité filtré (Q2,.%, (%), P). Dans la suite
de ce chapitre, tous les processus sont a valeurs réelles.

Définition 3.5. Un processus (X;);>o adapté et tel que X; € L' pour tout ¢ > 0, est
appelé

- martingale si, pour tous 0 < s < ¢, E[X; | %] = X;;
- surmartingale si, pour tous 0 < s < t, E[X; | Z] < X;;
- sous-martingale si, pour tous 0 < s <1, E[X, | Z] > X.

Cette définition généralise de maniere évidente les notions analogues a temps
discret, ol on considére un processus (¥;),en indexé par les entiers positifs, ainsi
qu’une filtration discréte (4, ),en (voir I’ Appendice A2 ci-dessous).

Si (X;)s>0 est une surmartingale, (—X;);>0 est une sous-martingale. Pour cette
raison, une partie des résultats qui suivent sont énoncés seulement pour des sur-
martingales, les analogues pour des sous-martingales en découlant immédiatement.

Exemple important. On dit qu'un processus (Z;);>o (2 valeurs réelles) est un pro-
cessus a accroissements indépendants (PAI) par rapport a la filtration (%) si Z est
adapté et si, pour tous 0 < s < f, Z, — Z, est indépendant de la tribu .%; (par exemple
un mouvement brownien est un PAI par rapport a sa filtration canonique, complétée
ou non). Si Z est un PAI par rapport a (.%;), alors
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(i) si Z; € L' pour tout r > 0, 7, = 7, — E[Z,] est une martingale;
(i) si Z, € L? pour tout t > 0, X, = Z*> — E[Z?] est une martingale;
(iii) s’il existe O € R tel que E[e%%] < oo pour tout ¢ > 0,

0%

X = —
" E[e%]

est une martingale.

Les démonstrations sont tres faciles. Dans le deuxieme cas, on a pour 0 < s < ¢,

E(Z)* | Z) = El(Z+ 2 - Z,)* | 7]
=724 2ZE(Z, — 7 | F| + E|(Z, — Z,)* | T
= Z;+E((Z - 7))
= Z} +EZ]] - 2E(Z,Z) + E[Z]]
= Z; +E[Z}| - E[Z]),
parce que E[Z,Z;] = E[Z,E|Z, | Z,]] = E|Z]. Le résultat voulu en découle. Dans le
troisiéme cas,
eez.vE[ee(Z/_Zs) | gs] eez.v

Ex | 7] = E[e%%]E[e?@2)] — E[e%%] =X

Considérons le cas particulier du mouvement brownien : on dit que B est un
(.%;)-mouvement brownien si B est un mouvement brownien, et si B est (adapté
et) a accroissements indépendants par rapport a (%) au sens donné ci-dessus. Cette
derniére propriété est toujous vraie si (-7 ) est la filtration canonique (éventuellement
complétée) de B. Si B est un (% )-mouvement brownien, on voit que les processus

2
2 0B,— %t
B, ,B —t,e’”" 2

. _e . .
sont des martingales. Les processus ¢?%/~ ' sont appelés des martingales exponen-

tielles du mouvement brownien : ces processus et leurs généralisations joueront un
role important dans la suite.
On peut aussi prendre pour f € L>(R,, Z(R.),dt),

z :/Otf(s)st.

Les propriétés des mesures gaussiennes montrent que Z est un PAI par rapport a la
filtration canonique de B, et donc

/0 " (5)dB, ( /0 t f(s)st)z— /0 l f(s)zds,exp<9 /O t f(s)st—%2 /0 t f(s)zds>

sont des martingales.
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On peut enfin prendre Z = N, processus de Poisson standard (et pour (%) la

filtration canonique de N), et on trouve alors en particulier que
Ny —t, (N,—1)*—1t
t 9 t

sont des martingales.

Proposition 3.5. Soit (X;);>0 une martingale (respectivement une sous-martingale)
et soit f: R — R une fonction convexe (resp. une fonction convexe croissante).
Supposons aussi que E[f(X;)] < oo pour tout t > 0. Alors, (f(X;))i>0 est une sous-
martingale.

Démonstration. D’aprés 1’inégalité de Jensen, on a pour s < ¢
E[f(X) | F = f(EX | F]) = f(Xs),

la derniere inégalité utilisant le caractére croissant de f lorsque (X;) est une sous-
martingale. O
Conséquences. Si (X;);>( est une martingale, |X;| est une sous-martingale, et plus
généralement, pour tout réel p > 1, |X;|P est une sous-martingale, a condition qu’on
ait E[|X;|P] < oo pour tout 7 > 0. Si (X;);>0 est une sous-martingale, (X;)" est aussi
une sous-martingale.

Remarque. Si (X;);>0 est une martingale quelconque, I’inégalité de Jensen montre
que, pour tout p > 1, E[|X;|"] est fonction croissante de ¢ & valeurs dans [0, ]

Proposition 3.6. Soit (X;),;>0 une sous-martingale ou une surmartingale. Alors pour
toutt >0,
sup E[|X,[] < oo,
0<s<t

Démonstration. 11 suffit bien siir de traiter le cas ot (X; ),>0 est une sous-martingale.
Puisque (X;)™ est aussi une sous-martingale, on a pour tout s € [0,7],

E[(X,)"] < E[(X)"].
D’autre part, puisque X est une sous-martingale on a aussi pour s € [0,7],
E[X;] > E[Xo].
En combinant ces deux inégalités, et en remarquant que |x| = 2x* — x, on trouve

sup E[X,]] < 2E[(X,) "]~ E[Xo] <o,
s€[0.7]

d’ou le résultat voulu. O

La proposition suivante sera tres utile dans 1’étude des martingales de carré
intégrable.
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Proposition 3.7. Soit (M,),;>0 une martingale de carré intégrable (M, € L* pour
tout t > 0). Soient 0 <5 <t et soit s =1y <t <--- <t, =1 une subdivision de
Pintervalle [s,t]. Alors,

P

E[Y (M~ M, 2| 7] = B2 M2 | 7)) = E[(M, - M, | .

i=1
En particulier,
° 2 2 2 2
E[Y (M, — M, | = E[M} — M2] = E[(M, - M,)*].
i=1

Démonstration. Pour touti =1,...,p,

E[(Mti _Mti—l)z | fs] = E[E[(Mti _Mti—l)z | '%i 1} | y]

—E[EMZ| #, | -2M,  EM, | 7, |+ M2 || 7]
—E {E[M,% | 7, |- M2 ’ys]
- B M, | 7

d’ot aisément le résultat voulu. a

Notre objectif est maintenant d’établir des résultats de régularité des trajectoires
pour les martingales et les surmartingales a temps continu. Nous commengons par
établir des analogues d’inégalités classiques a temps discret.

Proposition 3.8. (i) (Inégalité maximale) Soir (X;),;>0 une surmartingale a trajec-
toires continues a droite. Alors, pour tout t > 0 et tout A > 0,

/IP[ sup || >A} < E[|Xo|] +2E[1X, ).
0<s<r

(ii) (Inégalité de Doob dans LP) Soit (X, ),;>0 une martingale a trajectoires continues
a droite. Alors pour tout t > 0 et tout p > 1,

E[ sup x,]7] < (ﬁ)"Enxm.

0<s<t

Démonstration. (i) Fixons >0 et considérons un sous-ensemble dénombrable dense
DdeR, telque0 € Detr € D.On peut écrire DN[0, t] comme la réunion croissante
d’une suite (Dy, ), > 1 de parties finies de [0, t] de la forme D, = {t7", ", ..., 1)y
avec 0 =1y’ <t" < --- <t} =t. Pour chaque valeur de m fixée on peut appliquer
I'inégalité maximale (voir I’ Appendice A2 ci-dessous) a la suite ¥, = X, qui est
une surmartingale discrete relativement  la filtration &, = % . On trouve ainsi

AP sup x| > 4] < E[Xo]) + 2E[X[).
SEDy,
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Mais il est immédiat que

P[ sup | Xy >l} TP{ sup X > A
€Dy seDN[0,¢]

quand m T eo. On a donc aussi

;LP[ sup |xs|>x} < E[|Xo] +2E[|X,[].
s€DN[0,¢]

Enfin, la continuité a droite des trajectoires, et le fait que r € D, assurent que

sup | Xs| = sup |Xj]. 3.1
seDN[0,¢] s€(0.]

La majoration de (i) découle de ces observations.

(i1) En suivant la méme démarche que dans la preuve de (i), et en utilisant I’inégalité
de Doob dans L? pour les martingales discretes (voir I’ Appendice A2), on trouve,
pour tout entier m > 1,

£ sup %] < (-£2) Ex ).
sE€EDy, p_l

11 suffit maintenant de faire tendre m vers 1’infini, en utilisant le théoréme de con-
vergence monotone, et ensuite d’appliquer (3.1). a

Remarque. Si on ne suppose pas que les trajectoires sont continues a droite, la
preuve ci-dessus montre que, pour tout sous-ensemble dénombrable dense D de R
ettoutz > 0,

1
Pl sup [X|> 4] < £ (EXoll +2E[1X]).
seDN[0,t]

En faisant tendre A vers oo, on a en particulier

sup  |Xg| <eo, p.s.
s€DN|0,7]

Nombres de montées. Si f : | — R est une fonction définie sur une partie I de R,
et si a < b, le nombre de montées de f le long de [a,b], noté ML{b (I) est le supremum
des entiers k > 1 tels que 1’on puisse trouver une suite finie croissante s <t < --- <
s <t d’éléments de [ tels que f(s;) < aet f(t;) > b pour tout i € {1,...,k} (s’il
n’existe de telle suite pour aucun entier k > 1, on prend M({b (I) =0). Il est commode
d’utiliser les nombres de montées pour étudier la régularité des fonctions.

Dans le lemme suivant, la notation

limf(s)  (resp. lim(s))

signifie
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lim f(s) (resp. lim f(s) ).
slt,s>t sTts<t
On dit qu’une fonction g : R, — R est cadlag si elle est continue a droite et si elle
admet une limite a gauche en tout # > 0.

Lemme 3.1. Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de R et soit f une fonc-
tion définie sur D et a valeurs réelles. Supposons que, pour tout réel T € D, la
Sonction f est bornée sur DN [0,T), et que, pour tout choix des rationnels a et b tels
quea <bona

M/, (DN[0,T]) < co.

AZOVS, la limite a droite
t+):= lim
f( ) SU,}A,SE f(S)

existe pour tout réel t > 0, et de méme la limite a gauche

t—):= 1
ft=) = tim £
existe pour tout réel t > 0. De plus, la fonction g : Ry — R définie par g(t) = f(t+)
est cadlag.

La preuve de ce lemme d’analyse est laissée au lecteur. Il est important de noter
que les limites a droite et a gauche f(r+) et f(r—) sont définies pour tout réel
(r > 0 dans le cas de f(r—)) et pas seulement pour z € D.

Théoreme 3.3. Soit (X;),;>0 une surmartingale et soit D un sous-ensemble dénom-
brable dense de R ..

(i) Pour presque tout ® € Q, la restriction & D de I’application s — X;(®) admet
en tout point t de R une limite & droite finie notée X, (@) et en tout point t de
R \{0} une limite & gauche finie notée X, (o).

(ii) Pour toutt € R, X, € L et

X, > E[X;1 | #]

avec égalité si la fonction t — E[X;] est continue a droite (en particulier si X
est une martingale). Le processus (X1 );>0 est une surmartingale par rapport a la
filtration (F,5.), une martingale si X en est une.

Remarque. Pour les assertions de (ii), particulierement la derniere, il faut que
X;+(w) soit défini pour tout ® € Q et pas seulement en dehors d’un ensemble
négligeable comme dans (i) : ce point sera précisé dans la preuve qui suit.

Démonstration. (i) Fixons 7' € D. D’apres la remarque suivant la Proposition 3.8,
ona
sup  |Xs| <eo, p.s.
se€DN[0,T]
Comme dans la preuve de la Proposition 3.8, on peut choisir une suite (D, )m>1
de sous-ensembles finis de D croissant vers DN [0,7] (et tels que 0,7 € Dy,) et
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I’inégalité des nombres de montées de Doob (voir I’ Appendice A2) donne, pour
tousa < bettoutm > 1,

EIM(Dw)] < 7 El(%r —a) ],

a

On peut faire tendre m vers co et obtenir par convergence monotone

1
E[MY (DN[0,T])] < b_aE[(XT —a)7] < oo
On a donc
MX([0,T]ND) <o, p.s.
Posons
_ _ X _
N=U ({ sw Xl==ju U MLON0T)=x}). (2
Tep ~ 1EDNOT] a,beQ,a<b

Alors P(N) =0, et d’autre part si @ ¢ N, la fonction D 3 ¢t — X, (o) satisfait les
hypotheses du Lemme 3.1, ce qui donne le résultat de (i).

(ii) Pour que X, () soit défini pour tout @ et pas seulement sur 1’ensemble Q\N,
on pose

sllt,seD

lim X(®) silalimite existe
Xiv(0) = 0 sinon

Avec cette convention, X, est .%;-mesurable.
Fixons 7 > 0 et choisissons une suite (#,),cn dans D telle que 7, décroit stricte-
ment vers ¢ quand n — co. Alors, par construction on a p.s.,

Xl+ == lim X[n.
n—oo

De plus, posons, pour tout entier £ <0, Y;=X; ,. Alors Y est une surmartingale
rétrograde par rapport a la filtration % =.%; , (voir I’Appendice A2). D’apres la
Proposition 3.6, on a supy, < o E[|Yk|]<ec. Le théoréme de convergence pour les sur-
martingales discrétes rétrogrades (voir I’ Appendice A2) entraine alors que la suite
X, converge dans L' vers X, . En particulier X;, € L'.

Grace a la convergence dans L', on peut passer a la limite dans I’inégalité X, >
E[X,, | ], et on trouve

X; > E[X;, | Z].

De plus, toujours grace a la convergence dans L!, on a E[X, ] = limE[X,,] et donc,
si la fonction s — E[X;] est continue & droite, on doit avoir E X, | = E[X;]. Claire-
ment, I'inégalité X; > E[X;, | .%;] n’est alors possible que si X; = E[X;, | .%].

Nous avons déja remarqué que X, est .7, -mesurable. Soient ensuite s < 7 et
soit aussi une suite (s,),en dans D qui décroit strictement vers s. On peut bien
sr supposer s, < t, pour tout n. Alors X;, converge vers Xy, dans L!, et donc, si
A € Fyp C F, pour tout n,
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E[X,1a] = lim E[X,,1s] > lim E[X, 14] = E[X, 1s] = E[E[X,, | Z: 1],

ce qui entraine Xy > E[X;1 | Z51] puisque Xyt et E[X;+ | %] sont toutes deux
F-mesurables. Enfin, si X est une martingale, on peut remplacer dans le calcul
précédent I’inégalité > par une égalité. o

Théoreme 3.4. Supposons que la filtration (F,;) satisfait les conditions habituelles.
Si X = (X;)r>0 est une surmartingale et si la fonction t — E[X;] est continue
droite, alors X a une modification, qui est aussi une (F)-surmartingale, dont les
trajectoires sont cadlag.

Démonstration. Fixons un ensemble D comme dans le Théoreme 3.3. Soit N
I’ensemble négligeable défini par (3.2). Posons alors, pour tout # > 0,

nw = {3 Gty

Le Lemme 3.1 montre alors que les trajectoires de ¥ sont cadlag.

Rappelons que la variable X, est .%;,-mesurable, et donc ici .%;-mesurable
puisque la filtration est continue a droite. Puisque I’ensemble négligeable N est dans
Fw, le fait que la filtration soit compléte assure aussi que Y; est .%;-mesurable. En-
fin, on a d’apres le Théoreme 3.3 (i),

Xt:E[XH_ ‘yt] :Xt+:Yt7 p-s.

puisque X, est .%;-mesurable. On voit ainsi que ¥ est une modification de X. Le
processus Y est adapté a la filtration (.%;) et il est aussi immédiat que ¥ est une
(F;)-surmartingale. O

Remarque. Si la filtration est quelconque, on peut toujours appliquer le théoreme
précédent a I’augmentation habituelle de (.%;) et au processus (X;+) du Théoréme
3.3 (remarquer que I’application ¢ — E[X,] est toujours continue a droite). On
trouve ainsi que (X, ) a une modification cadlag.

En particulier, si on sait a I’avance que les trajectoires de X sont continues a
droite, on en déduit que p.s. elles ont aussi des limites a gauche (une modification
continue a droite est unique a indistinguabilité pres).

3.4 Théoremes d’arrét

Nous commencons par un théoréme de convergence pour les surmartingales.

Théoreme 3.5. Soit X une surmartingale a trajectoires continues a droite et bornée
dans L. Alors, il existe une variable X.. € L' telle que

IimX, =X, p.s.

f—o0
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Démonstration. Soit D un sous-ensemble dénombrable dense de R,. D’apres la
preuve du Théoreme 3.3, on a pour tout 7 € D eta < b,

1

EM,(DN[0,7])) < —

E[(Xr —a)"].
Par convergence monotone, on a pour tous a < b,

E[Myg,(D)] <

SupE[(X; —a)_] < oo,
—da >0

puisque la famille (X,), > ¢ est bornée dans L'. Donc, p.s. pour tous rationnels a<b
ona MX (D)<eo. Cela suffit pour obtenir que la limite

X.:= lim X, (3.3)

D>t—o0

existe p.s. dans [—eo,o0]. Le lemme de Fatou montre alors que

E[|X..|] < liminfE[|X,]] < oo.
[1Xe[] < liminf E[}X;[] <

Donc X.. € L' (en particulier |X..| < oo p.s.). La continuité 4 droite des trajectoires
permet de supprimer la restriction ¢ € D dans la limite (3.3). ad

Définition 3.6. Une martingale (X, );> est dite fermée s’il existe une variable Z € L!
telle que, pour tout z > 0,
X, =E[Z| %)

La proposition suivante est I’analogue continu d’un résultat pour les martingales
discretes rappelé dans 1’ Appendice A2.

Proposition 3.9. Soit (X;),;>0 une martingale a trajectoires continues a droite. Alors
il y a équivalence entre

(1) (X;),>0 est fermée;
(i) X; converge p.s. et dans L' quand t — oo, vers une variable notée X..;
(iil) la famille (X )i>0 est uniformément intégrable.

De plus si ces propriétés sont satisfaites on a X; = E[Xo | %] pour tout t > 0.

Démonstration. L’ implication (i)=-(iii) est facile : si Z € L', 1a famille des varia-
bles E[Z | ¢], lorsque ¢ décrit ’ensemble des sous-tribus de .%#, est uniformé-
ment intégrable. Si (iii) est vrai, la Théoréme 3.5 entraine que X; converge p.s.
vers X.., donc aussi dans L1 par uniforme intégrabilité. Enfin, si (ii) est vérifié, on
peut passer a la limite + — oo dans L' dans I'égalité X, = E[X; | ;] et on trouve
X;=E[Xo | F)- o

Nous utilisons maintenant les théorémes d’arrét du cas discret pour établir des
résultats analogues a temps continu. Si (X;),>0 est une martingale ou une surmartin-
gale a trajectoires continues a droite et qui converge p.s. quand ¢ — oo vers une limite
notée X.., pour tout temps d’arrét 7', on notera X7 la variable
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X1 (@) = Li7(0)<eo} X1(0) (@) + 17 (09) =0} Xeo (@)

Comparer avec le Théoréeme 3.1 ou la variable X7 était seulement définie sur
I’'ensemble {7 < }. Avec cette nouvelle définition, la variable X7 reste .Fr-
mesurable : utiliser le Théoreme 3.1 et le fait, facile a vérifier, que I{T:w}Xw est
Fr-mesurable.

Théoréme 3.6 (Théoreme d’arrét pour les martingales). Soit (X;);>o une mar-
tingale a trajectoires continues a droite et uniformément intégrable. Soient S et T
deux temps d’arrét avec S < T. Alors Xg et Xt sont dans L' et

Xs = E[Xr | Zs].
En particulier, pour tout temps d’arrét S, on a
X5 = E[Xw | Fs],

et

E[Xs] = E[Xw] = E[Xo].
Démonstration. Posons pour tout entier n > 0,

o k—+1
T”:k;) o Lner<pernay o0 Hraw)

et de méme
> k41
S”:Z on

k=0

Lio-ncs<(ernyzny o0 Lis—c).

La Proposition 3.3 montre que (7;,) et (S,) sont deux suites de temps d’arrét qui
décroissent respectivement vers T et vers S. De plus on a S, < T, pour tout n > 0.

Observons maintenant que pour chaque 7 fixé, S, et 7, sont des temps d’arrét de
la filtration discréte (%7 /zn) x>0- En appliquant le théoreme d’arrét pour les martin-
gales discretes fermées (voir I’ Appendice A2) on a

Xs, = E[Xz, | Zs,]

(il y aici une petite subtilité : il faut vérifier que la tribu du passé avant S,, lorsque S,
est vu comme temps d’arrét de la filtration discréte (%o )r>0 coincide bien avec
la tribu .Zg, — cela ne pose cependant aucune difficulté).

Soit maintenant A € .%5. Puisque .#5 C .Fg,, ona A € Fg, et donc

n’
E[14Xs,] = E[14X7,].
Par continuité a droite des trajectoires on a p.s.

XS = lim XS,, s XT = lim XT,,-
n—oo

n—oo
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Ces limites ont aussi lieu dans L'. En effet, toujours d’aprés le théoreme d’arrét
pour les martingales discrétes fermées, on a X5, = E[X.. | .%s,| pour tout n, et donc
la suite (X, ) est uniformément intégrable (et de méme pour la suite (X7, )).

La convergence L' montre que Xs et X7 sont dans L', et permet aussi de passer
la limite dans ’égalité E[14Xs,] = E[14X7,] pour obtenir

E[1,Xs] = E[1, X7].

Comme ceci est vrai pour tout A € Fg, et comme la variable Xg est .#g-mesurable
(d’apres les remarques précédant le théoreme), on conclut que

Xs = E[X7 | Fs]

ce qui acheve la preuve. O

Nous donnons maintenant deux corollaires du Théoreme 3.6.

Corollaire 3.1. Soit (X;);>0 une martingale a trajectoires continues a droite et
soient S < T deux temps d’arrét bornés. Alors Xg et Xt sont dans L' et

Xs =E[Xr | Zs].

Démonstration. Soit a > 0 tel que T < a. On applique le théoréme précédent a
(Xina)r>0 qui est bien stir fermée par X,. O

Le second corollaire montre qu’une martingale (resp. une martingale uniformé-
ment intégrable) arrétée a un temps d’arrét reste une martingale (resp. une martin-
gale uniformément intégrable). Ce résultat jouera un role particulierement important
dans les chapitres qui suivent.

Corollaire 3.2. Soit (X;);>0 une martingale a trajectoires continues a droite, et soit
T un temps d’arrét.

(i) Le processus (X;n1)i>0 est encore une martingale.

(ii) Supposons de plus la martingale (X;),;>0 uniformément intégrable. Alors le
processus (Xint )i>0 est aussi une martingale uniformément intégrable, et on a pour
toutt >0,

Xnr = E[Xr | 7). (3.4)

Démonstration. On commence par montrer (ii). Rappelons que X7 € L! d’apres le
Théoreme 3.6. 1l suffit donc d’établir (3.4). D’apres le Théoreme 3.6, on a aussi

Xinr = E[X7 | Finr).

Puisque X7l{7 ., est Fr-mesurable, on sait que Xrlir<,) est F-mesurable
(d’apres la propriété (j) ci-dessus), et aussi -#r-mesurable, donc % yr-mesurable.
Il en découle que

EXrYir<iy | Fint] = Xrlir<y = E[Xr1{1<1) | ).

Pour compléter la preuve, il reste a voir que
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EXp 7o) | Fint] = EXr 7oy | T, (3.5)

Or si A € %, on vérifie trés facilement que AN{7T >t} € Zr. On a également
AN{T >t} € %, etdonc AN{T >t} € % NFr = Fiar, Ce qui entraine

E(lalironXr] = E(\ali7onE[XT | Zinr]] = EMAE[XT {750y | Fint]]-

On voit ainsi que la variable E[X71{7~) | Fia7], qui est F,-mesurable, vérifie la
propriété caractéristique de E[Xrlir-, | F]. L'égalité (3.5) en découle, ce qui
complete la preuve de (3.4) et de (ii).

Pour obtenir (i), il suffit maintenant d’appliquer (ii) a la martingale (uniformément
intégrable) (X;aq)a>0, pour tout choix de @ > 0. 0O

Exemples d’application. Avant tout, le théoréme d’arrét est un outil de calcul ex-
plicite de probabilités et de lois. Donnons deux exemples typiques et importants de
telles applications (plusieurs autres exemples se trouvent dans les exercices de ce
chapitre et des chapitres suivants). Soit B un mouvement brownien réel issu de 0.
Pour tout réel a, posons T, = inf{r > 0 : B, = a}. Rappelons que T, < o p.s.

(a) Loi du point de sortie d’un intervalle. Pour tout choix de a < 0 < b, on a

b

P(Ta<Tb):m 5

—a
P(T, <Ty) =——.

(T <Ta) b—a

Pour obtenir ce résultat on considere le temps d’arrét 7 = T, A Tj, et la martingale
arrétée M; = B,r (c’est une martingale d’apres le Corollaire 3.2). Manifestement
M est bornée par bV |a|, donc uniformément intégrable, et on peut donc appliquer
le théoreme d’arrét pour obtenir

0=E[Mo) = EM7]) = bP(T, < T,) +aP(T, < Tp).

Comme on a aussi P(T, < T,)+P(T, < T,) = 1, la formule annoncée en découle. En
fait la preuve montre que ce résultat est valable plus généralement si on remplace
le mouvement brownien par une martingale a trajectoires continues issue de 0, a
condition de savoir que le processus sort p.s. de ]a, b].

(b) Transformée de Laplace des temps d’atteinte. Nous fixons maintenant a > 0 et
notre but est de calculer la transformée de Laplace de T,. Pour tout A € R, con-
sidérons la martingale exponentielle

A2
N} = exp(AB, — 71‘)

Supposons d’abord A > 0. D’apres le Corollaire 3.2, le processus Nt’}\Ta est encore
une martingale, et on voit immédiatement que cette martingale est bornée par e,
donc uniformément intégrable. En appliquant la derniere assertion du Théoreme 3.6

a cette martingale et au temps d’arrét S = 7, (ou S = o) on trouve
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ME[e T =EN}]=1.
En remplacant A par v/2A, on conclut que, pour tout A > 0,

Ele ™) = eaV2A, 3.6)

(Cette formule pourrait aussi étre déduite de la connaissance de la densité de 7, voir
le Corollaire 2.4.) 1l est instructif d’essayer de reproduire le raisonnement précédent
en utilisant la martingale N** pour A < 0 : on aboutit alors a un résultat absurde, ce
qui s’explique par le fait que la martingale arrétée NI}”ATG n’est pas uniformément
intégrable lorsque A < 0. Il est crucial de toujours vérifier I’'uniforme intégrabilité
lorsqu’on applique le Théoreme 3.6 : dans I'immense majorité des cas, cela se fait
en montrant que la martingale locale arrétée au temps d’arrét considéré est bornée.

Exercice. Pour a > 0, posons U, = inf{r > 0 : |B;| = a}. Montrer que, pour tout

A >0,
1
Elexp(—AU,)]| = ————.
7 ch(av2h)
Nous terminons avec une forme du théoreme d’arrét pour les surmartingales, qui
nous sera utile dans des applications ultérieures aux processus de Markov.

Proposition 3.10. Soit (Z;),>0 est une surmartingale positive & trajectoires conti-
nues a droite. Soient U et V deux temps d’arrét avec U < V. Alors, Zy et Zy sont
dans L', et

E[ZV 1{V<oo}] < E[ZU 1{U<oo}]~

Démonstration. Nous supposons d’abord que U et V sont bornés. Soit p > 1 un
entier tel que U < p et V < p. Posons, pour tout entier n > 0,

PR 4 P2 1
U, = Z o lgo-ncy<inpny, Va= Z o Lgo-ncv<(irie—n
k=0 =0

de sorte que (d’aprés la Proposition 3.3) (U,) et (V,) sont deux suites de temps
d’arrét bornés qui décroissent respectivement vers U et V, et U, < V,, pour tout
n > 0. La continuité a droite des trajectoires montre en particulier que Zy, — Zy et
Zy, — Zy quand n — oo, p.s. Ensuite, une application du théoréeme d’arrét pour les
surmartingales discretes dans le cas borné (voir I’ Appendice A2), dans la filtration
(F Jont )k>0, montre que, pour tout entier n > 0,

ZUn+l Z E[ZUn | £97UnJrl]'

En posant Y, = Zy , et 7, = %y, pour tout n € —N, on voit alors que la suite
(Yn)ne—n forme une surmartingale rétrograde dans la filtration (.7%,),c_n. Comme,
pour tout n € N, E[Zy,] < E[Zy] (par application & nouveau du théoreme d’arrét
discret), la suite (¥},),e—n est bornée dans L', et, d’apres les résultats sur les sur-
martingales rétrogrades (voir I’ Appendice A2), elle converge dans L'. Donc la con-
vergence de Zy, vers Zy a aussi lieu dans L! et de méme la convergence de Zy, vers
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Zy a lieu dans L'. Mais, en appliquant 4 nouveau le théoréme d’arrét pour les sur-
martingales discrétes, on a E[Zy,| > E[Zy,] pour tout entier n > 0, et il suffit de faire
tendre n vers oo, en utilisant la convergence L', pour obtenir que E|[Zy] > E|[Zy)].

Considérons maintenant le cas général. La premiere partie de la preuve assure
que, pour tout entier p>1,

E[ZU/\p] > E[ZV/\[)]-
Mais puisque Z est a valeurs positives, il est aussi immédiat que

E[Zypp Yuspy) = ElZp Yuspy]) S E[ZpLys ] = E[Zvap Lyspy -

En retranchant cette inégalité de la précédente, on trouve
EZunp Yw<pyl 2 E[Zynp Liv<p] = E[Zv 1y <))

Mais E[Zy 1{U<oo}] > E[Zynp I{ng}], et d’autre part E[Zy l{vgp}] 1 E|Zy 1{V<°(,}]
quand p T oo, par convergence monotone. L’inégalité annoncée en découle. O

Exercices

Dans les exercices qui suivent, on se place sur un espace de probabilité (2,.%, P)
muni d’une filtration compleéte (7 );[0,0]-

Exercice 3.1. 1. Soit M une martingale a trajectoires continues telle que My = x €
R_.. On suppose que M; > 0 pour tout # > 0 et que M; — 0 quand t — oo, p.s. Montrer
que, pour touty > x,
X
P(supM, > y) =—.
>0 y

2. En déduire la loi de

sup By

t<Ty
lorsque B est un mouvement brownien issu de x > 0 et 7o = inf{r > 0: B; = 0}.
3. Supposons maintenant que B est un mouvement brownien issu de 0, et soit (L > 0.
En introduisant une martingale exponentielle bien choisie, montrer que

sup(B; — 1)
t>0

suit la loi exponentielle de parametre 2.

Exercice 3.2. Soit B un (.%; )-mouvement brownien réel issu de 0. Pour tout x € R,
on note
T, =inf{t > 0: B; = x}.

On fixe deux réels a et b avec a < 0 < b, et on note
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T=T,NT,.
1. Montrer que, pour tout A > 0,

ch(24422)
ch(%4 V21)

(Il pourra étre utile de considérer une martingale de la forme

Elexp(~AT)] =

M, = exp (\/ﬂ(B,—a)—m) —|—exp<—\/27(3t—a)—),t)

avec un choix convenable de o.)
2. Montrer de méme que, pour tout A > 0,

sh(bv/21)

Elexp(—=AT)r_1,] = (b—a)VIh)

3. A I’aide de la question 2., retrouver I’expression de P(T, < Tj).

Exercice 3.3. Soit (B;);>0 un (.%;)-mouvement brownien issu de 0. Soit a > 0 et
o,=inf{r >0:B;, <t—a}.

1. Montrer que o, est un temps d’arrét et que 0, < o p.s.
2. En introduisant une martingale exponentielle arrétée bien choisie, montrer que,
pour tout A > 0,

Elexp(—Ao,)] =exp(—a(/1+21 —1)).

On admettra que cette formule reste vraie pour A € [—1,0].

2
3. Soit it € R et M; = exp(uB; — &-1). Montrer que la martingale arrétée M =
Mg, n est fermée si et seulement si it < 1 (on remarquera d’abord que cette martin-
gale est fermée si et seulement si E[Mg,] = 1).

Exercice 3.4. Soit (¥;);>0 une martingale a trajectoires continues uniformément
intégrable, telle que Yy = 0. On note Yo, = lim;_.. ¥;. Soit aussi p > 1 un réel fixé.
On dit que la martingale Y vérifie la propriété (P) s’il existe une constante C telle
que, pour tout temps d’arrét 7', on ait

EllYe—Y;I? | #r] <C.

1. Montrer que si Y., est bornée, la martingale Y vérifie la propriété (P).

2. Soit B un (.%;)-mouvement brownien réel issu de 0. Montrer que la martingale
Y; = Bya; Vérifie la propriété (P). (On pourra observer que la variable aléatoire
sup,- |B;| est dans LP.)

3. Montrer que Y vérifie la propriété (P) avec la constante C, si et seulement si pour
tout temps d’arrét T,
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E[|Yr — Y.|?P] < CP[T < .

(On pourra utiliser les temps d’arrét T* définis pour A € Fr dans la propriété (d)
des temps d’arrét.)

4. On suppose que Y vérifie la propriété (P) avec la constante C. Soit S un temps
d’arrét et soit Y5 la “martingale arrétée” définie par YtS = Y;ps (cf. Corollaire 3.2).
Montrer que Y3 vérifie la propriété (P) avec la méme constante C. On pourra com-
mencer par observer que, si S et T sont des temps d’arrét, on a Yfg =Ysar = YST =
ElYr | Zs.

5. On suppose dans cette question et la suivante que Y vérifie la propriété (P) avec
la constante C = 1. Soit a > 0, et soit (R, ),cn la suite de temps d’arrét définis par
récurrence par

Ry=0, Ryt1 =inf{t > R, : |V, —Yg,| > a} (inf @ = o).
Montrer que, pour tout entier n > 0,
a’ P(Ry41 < ) < P(R, < o0).
6. En déduire que, pour tout x > 0,

P(squ, > x) < 2P Px/2,
>0



Chapitre 4
Semimartingales continues

Résumé Les semimartingales continues constituent la classe générale de processus
a trajectoires continues pour laquelle on peut développer une théorie de I’intégrale
stochastique, qui sera traitée dans le chapitre suivant. Par définition, une semimartin-
gale est la somme d’une martingale (locale) et d’un processus a variation finie. Dans
ce chapitre nous étudions séparément ces deux classes de processus. En particulier,
nous introduisons la notion de variation quadratique d’une martingale, qui jouera
plus tard un réle fondamental. Tous les processus considérés dans ce chapitre sont
indexés par R et a valeurs réelles.

4.1 Processus a variation finie

4.1.1 Fonctions a variation finie

Dans ce paragraphe, nous discutons brievement les fonctions a variation finie sur
R . Nous nous limitons au cas des fonctions continues, qui est le seul qui intervien-
dra dans la suite.

Définition 4.1. Soit 7 > 0. Une fonction continue a : [0,7] — R telle que a(0) =0
est dite a variation finie s’il existe une mesure signée (i.e. différence de deux mesures
positives finies) u sur [0, 7] telle que a(r) = u([0,¢]) pour tout z € [0, T].

La mesure p est alors déterminée de fagon unique. La décomposition de
comme différence de deux mesures positives finies n’est bien slir pas unique, mais il
existe une seule décomposition i = . — u_ telle que 4 et (i soient deux mesures
positives finies portées par des boréliens disjoints. Pour obtenir 1’existence d’une
telle décomposition, on peut partir d’'une décomposition quelconque p = L — o,
poser vV = U + U, puis utiliser le théoreme de Radon-Nikodym pour trouver deux
fonctions boréliennes positives 4 et i, sur [0, 7] telles que

w1 (dr) = by (£)v(dr),  pa(dr) = ha () v(dr).

J.-F. Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique,
Mathématiques et Applications 71, DOI: 10.1007/978-3-642-31898-6_4, 57
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Ensuite, si i(r) = hy (1) —ha(t) on a

w(de) = h(t)v(dt) = h(t)Tv(de) — h(t)” v(dt)

ce qui donne la décomposition pt = i — p_ avec py (dt) = h(¢)Tv(de), pu_(dt) =
h(t)~v(dr), les mesures i et p_ étant portées respectivement par les boréliens
disjoints Dy = {r: h(r) > 0} et D_ = {r : h(¢) < 0}. L'unicité de la décomposition
U =y — p découle du fait que 1’on a nécessairement, pour tout A € Z([0,T]),

1 (4) = sup{u(C) : C € B(0.T]), € C A}.

On note |i| la mesure positive |it| = py + p—. La mesure |u| est appelée la
variation totale de a. On a |u(A)| < |u|(A) pour tout A € H([0,T]). De plus, la
dérivée de Radon-Nikodym de u par rapport a || est

du

—— =1p
dpf

~1p

+ -

Onaa(r) = py([0,2]) — n—([0,7]), ce qui montre que la fonction a est différence
de deux fonctions croissantes continues et nulles en O (la continuité de a entraine
que (1 n’a pas d’atomes, et il en va alors de méme pour (i et yu_). Inversement une
différence de fonctions croissantes (continues et nulles en 0) est aussi a variation
finie au sens précédent. En effet, cela découle du fait bien connu que la formule
g(t) =v(]0,1]) établit une bijection entre les fonctions croissantes continues a droite
g:[0,T] — R, et les mesures positives finies sur [0, 7.

Soit f : [0,7] — R une fonction mesurable telle que [ 7 [f(s)[[1[(ds) < ee.

On note
/ £(s)da(s / £(s)

[ 765 dats) = / £(5) 1l (ds).
Jo [0.7]
On vérifie facilement I’inégalité

’/f )da(s /|f Idas)

Remarquons de plus que la fonction 7 — [§ f(s)da(s) est aussi & variation finie (la
mesure associée est simplement u’(ds) = f(s)u(ds)).

Proposition 4.1. Pour tout t €]0,T],

Mv

1

ul([0,1]) = Sup{ la(n:) _a(ti—l)}7

i
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ot le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =1ty <1ty < --- <t, =1 de
[0,t]. Plus précisément, pour toute suite 0 = t; <1t <--- <t, =t de subdivisions
emboitées de |0,t] de pas tendant vers 0 on a

gg,zl () — (et )| = 1] ([0,1))-

Remarque. Dans la présentation habituelle des fonctions a variation finie, on part
de la propriété que le supremum ci-dessus est fini.

Démonstration. Il suffit clairement de traiter le cas r = T. L’inégalité > dans la
premicre assertion est tres facile puisque

la(ti) —a(ti-1)| = (i1, 6])] < [u|(Jtior, 1))

Pour I’ autre inégalité, il suffit d’établir la seconde assertion. Considérons pour sim-
plifier les subdivisions dyadiques ¢ = 27T, 0 < i < 2" (I’argument est facile-
ment adapté au cas général). Bien qu’il s’agisse d’un résultat “déterministe”, nous
allons utiliser un argument de martingales en introduisant I’espace de probabilité
Q = [0,T] muni de la tribu borélienne # = #([0,T]) et de la probabilité P(ds) =
(|| ([0,7]))~ Y| (ds). Introduisons sur cet espace la filtration discréte (%,)nen
telle que, pour tout n € N, %, est engendrée par les intervalles | (i — 1)27"T,i27"T],
1 <i < 2" Posons enfin

s

X(5) = 1,(5) ~1p. () = gl

et, pour chaque n € N,
X, =E[X | %,].
Les propriétés de 1’espérance conditionnelle montrent que X,, est constante sur
chaque intervalle | (i — 1)27"7,i2"T] et vaut sur cet intervalle
p(J(i—1)27"T,i27"T])  a(i2™"T)—a((i—1)27"T)
(G =12 nT,27rT]) |l (= 1)27"T,27"T])

D’autre part, il est clair que la suite (X,,) est une martingale fermée, relativement a
la filtration (4, ). Puisque X est mesurable par rapport 8 Z = \/,, %,, cette martin-
gale converge p.s. et dans L' vers X, d’aprés le théoreme de convergence pour les
martingales discretes fermées (voir I’ Appendice A2). En particulier,

lim E[|X, || = E[[X]] = 1,
n—oo

cette derniere égalité étant claire puisque |X (s)| = 1, |it|(ds) p.p. Le résultat annoncé
en découle puisque, d’apres ci-dessus,

-
E[1X[] = (|ul([0,7])"" Y la(i2™"T) —a((i—1)27"T)]. O

i=1
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Lemme 4.1. Si f : [0,T] — R est une fonction continue et si 0 =t <1t} < --- <
ty, =T est une suite de subdivisions de [0,T] de pas tendant vers 0 on a

Pn
o)) = tim 3 162 ate) —ate- ).

Démonstration. Soit f, la fonction définie par f,,(s) = f(¢" ;) si s €]t/" |,1]"]. Alors,

Pn
Y FH) (alr) —ali]y)) :/ Ja(s) u(ds),

i=1 (0,7]

et le résultat voulu en découle par convergence dominée. O

On dira qu’une fonction continue @ : Ry — R est a variation finie sur R si
la restriction de @ a [0,7] est a variation finie, pour tout 7 > 0. Il est alors facile
d’étendre les définitions précédentes. En particulier, on peut définir [y f(s)da(s)
pour toute fonction f telle que [y |f(s)||da(s)| = supy~ fOT |£(s)||da(s)| < oe.

4.1.2 Processus a variation finie

On se place maintenant sur un espace de probabilité filtré (Q2,.7,(.%),P).

Définition 4.2. Un processus a variation finie A = (A;);>0 est un processus adapté
dont toutes les trajectoires sont a variation finie au sens de la définition précédente.
Le processus A est appelé processus croissant si de plus les trajectoires de A sont
croissantes.

Remarque. En particulier on a Ag = 0 et les trajectoires de A sont continues.

Si A est un processus a variation finie, le processus

rt
v, :/ 1dA, |
0

est un processus croissant. En effet il est clair que les trajectoires de V' sont crois-
santes (et aussi continues et nulles en ¢t = 0). Le fait que la variable V; soit .%;-
mesurable découle de la deuxieme partie de la Proposition 4.1.

Proposition 4.2. Soit A un processus a variation finie et soit H un processus pro-
gressif tel que

t
w20, Vo e, [ [H(0)]|dA )| <.
0

Alors le processus H - A défini par

!
(H'A)t :/0 HvdAs
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est aussi un processus a variation finie.

Démonstration. D’apres des remarques précédentes, il est clair que les trajectoires
de H - A sont a variation finie. Il reste donc a montrer que H - A est adapté. Pour
cela, il suffit de voir que, si i : Q x [0,7] — R est mesurable pour la tribu pro-
duit F, ® 2([0,1]) et si [§|h(®,s)||dA;(®)| est fini pour tout @, alors la variable
Joh(@,s)dA,() est F-mesurable.

Sih(w,s) =1y, (s)1r (@) avec Ju,v] C [0,7] et I" € %, le résultat est évident. On
passe ensuite au cas h = 1, G € % ®2(|0,1]) par un argument de classe monotone.
Enfin, dans le cas général, on observe qu’on peut toujours écrire 4 comme limite
ponctuelle d’une suite de fonctions étagées h, telles que |h,| < |h| pour tout n, ce
qui assure que [§ b, (®,5)dAy (@) — [3h(®,s)dA,(®) par convergence dominée.

O
Remarques. (i) I1 arrive souvent qu’on ait I’hypothese plus faible

t
p.s. Vi>0, /0|Hs(w)HdAs(w)\<oo.

Si la filtration est complete, on peut encore définir H - A comme processus a variation
finie : on remplace H par H’ défini par

H(0) = {g@(w) :n{)on !Hs(w)| 1A, ()] < oo, ¥n,

Gréce au fait que la filtration est compleéte, le processus H' reste adapté ce qui permet
de définir H-A = H'-A. Nous ferons systématiquement cette extension dans la suite.
(ii) Sous des hypothéses convenables (si [j |[Hy| |dAs| < oo et [§ |H K| |dA;| < oo pour
tout # > 0), on a la propriété d’associativité K - (H-A) = (KH) - A.

Un cas particulier important est celui out A, =¢. Si H est un processus progressif
tel que

t
Vi >0, Vo e Q, / |Hy(@)|ds < oo,
0

1 < .« e .
le processus [ Hyds est un processus a variation finie.

4.2 Martingales locales

Nous nous plagons a nouveau sur un espace de probabilité filtré (2,.7, (%), P). Si
T est un temps d’arrét et X = (X;);>0 est un processus a trajectoires continues, on
note X7 le processus arrété X, = X;,7 pour tout ¢ > 0.

Définition 4.3. Un processus adapté a trajectoires continues M = (M;);>o tel que
My = 0 p.s. est une martingale locale (continue) s’il existe une suite croissante
(Ty)nen de temps d’arrét telle que 7, T oo et, pour tout 7, le processus arrété M
est une martingale uniformément intégrable.
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Plus généralement, lorsque My # 0, on dit que M est une martingale locale si
M; = My —+ N;, ol le processus N est une martingale locale issue de 0.

Dans tous les cas, on dit que la suite de temps d’arrét 7,, T oo réduit M si, pour
tout n, le processus arrété M7 est une martingale uniformément intégrable.

Remarques. (i) On n’impose pas dans la définition d’une martingale locale que
les variables M, soient dans L' (comparer avec la définition des martingales). En
particulier, on voit sur la définition précédente que My peut étre n’importe quelle
variable .%p-mesurable.

(i1) Donnons des exemples de martingales locales M qui ne sont pas de vraies mar-
tingales. Partant d’un (.%;)-mouvement brownien B issu de 0, et d’une variable Z
Zp-mesurable, on peut poser M; = Z + B,, qui ne sera pas une vraie martingale si
E[|Z|] = . Si on veut avoir la propriété My = 0, on peut aussi prendre M; = ZB; qui
est toujours une martingale locale (voir I’Exercice 4.1) mais pas une vraie martin-
gale si E[|Z|] = oo. Pour un exemple moins artificiel, voir la question 8. de I’Exercice
5.9.

(iii) On peut définir une notion de martingale locale a trajectoires seulement con-
tinues a droite. Cependant dans ce cours, nous ne considérons que des martingales
locales a trajectoires continues (et donc une martingale locale sera toujours pour
nous un processus a trajectoires continues).

Les propriétés qui suivent sont tres faciles a établir.

Propriétés des martingales locales.

(a) Une martingale a trajectoires continues est une martingale locale (et la suite
T, = n réduit M).

(b) Dans la définition d’une martingale locale issue de 0 on peut remplacer “mar-
tingale uniformément intégrable” par “martingale” (en effet on peut ensuite rem-
placer T, par T, A n).

(c) Si M est une martingale locale, pour tout temps d’arrét 7, M7 est une martin-
gale locale (cf. Corollaire 3.2).

(d) Si (T;,) réduit M et si S, est une suite de temps d’arrét telle que S, 1 oo, alors
la suite (T, A S,) réduit aussi M.

(e) L’espace des martingales locales est un espace vectoriel (utiliser la propriété
précédente).

Proposition 4.3. (i) Une martingale locale positive M telle que My € L' est une
surmartingale.

(i1) Une martingale locale M bornée, ou plus généralement telle qu’il existe une
variable Z € L' telle que, pour tout t > 0, |M,| < Z, est une martingale (automa-
tiquement uniformément intégrable).

(iii) Si M est une martingale locale avec My = 0, la suite de temps d’arrét

T, =inf{t > 0: |M,| > n}

réduit M.
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Démonstration. (i) Ecrivons M, = My + N,. Par définition, il existe une suite (7;,)
de temps d’arrét qui réduit N. Alors, si s < ¢, on a pour tout 7,

NS/\T;z = E[Nl/\Tn | dgzs]

En ajoutant des deux cotés la variable My (qui est .%y-mesurable et dans L"), on
trouve
Minr, = E[Mia, | F5]. “4.1)

Puisque M est a valeurs positives, on peut faire tendre n vers oo et appliquer le lemme
de Fatou (pour les espérances conditionnelles) qui donne

M, > EM, | 7).

En prenant s = 0, on voit que E[M,;] < E[My] < o, donc M, € L! pour tout ¢ > 0.
L’inégalité précédente montre alors que M est une surmartingale.

(i1) Si M est bornée (ou plus généralement dominée par une variable intégrable),
le mé&me raisonnement que ci-dessus donne pour s < ¢

Ms/\Tn = E[Mt/\Tn | ﬁs]

Or par convergence dominée la suite M;,7, converge dans L' vers M;, et donc on
peut passer a la limite 7 — oo pour trouver My = E[M; | .F].

(iii) C’est une conséquence immédiate de (ii) puisque M’ est une martingale
locale bornée. a
Remarque. Au vu de la propriété (ii) de la proposition, on pourrait croire qu’une
martingale locale M telle que la famille (M;),;>o est uniformément intégrable (ou
méme satisfait la propriété plus forte d’étre bornée dans un espace L avec p > 1)
est automatiquement une vraie martingale. Cela est faux!! Par exemple, si B est un
mouvement brownien en dimension trois issu de x # 0, le processus M; = 1/|B;|
est une martingale locale bornée dans L? mais n’est pas une vraie martingale : voir
I’Exercice 5.9.

Théoreme 4.1. Soit M une martingale locale. Alors si M est un processus a varia-
tion finie, M est indistinguable de 0.

Démonstration. Supposons que M est un processus a variation finie (donc en parti-
culier My = 0) et posons pour tout n € N,

1
Tn:inf{tZO:/ 1dM,| > n).
0

Les temps 7, sont des temps d’arrét d’apres la Proposition 3.4 (remarquer que le
processus f(; |dM;| a des trajectoires continues et est adapté). Fixons n > 1 et posons
N = M™. Alors N est une martingale locale issue de 0 telle que [;” [dN;| < n, et
donc en particulier |N;| < n. D’apres la Proposition 4.3, N est une (vraie) martingale
bornée. Ensuite, fixons t > 0 et soit 0 =1y < f; < --- <1, =t une subdivision de
[0,7]. Alors, en utilisant la Proposition 3.7,
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en utilisant la Proposition 4.1. On applique 1’inégalité précédente a une suite 0 =
fg <t} <--- <ty =1t de subdivisions de [0,7] de pas tendant vers 0. En utilisant la
continuité des trajectoires, et le fait que N est bornée (pour justifier la convergence
dominée), on a

limE[ sup [N — N |} ~0.

koo Licicpe 0
On conclut alors que E[N?] = 0, soit E[M?,, ] = 0. En faisant tendre n vers o on
obtient E[M?] = 0. O

4.3 Variation quadratique d’une martingale locale

Jusqu’a la fin de ce chapitre (et dans le chapitre suivant), nous supposons que la
filtration (.%;) est compléte. Le théoréme ci-dessous joue un rdle trés important
dans la suite.

Théoreme 4.2. Soit M = (M;);>0 une martingale locale. Il existe un processus
croissant noté (<M,M>,)z20, unique @ indistinguabilité pres, tel que M?* — <M,M>t
soit une martingale locale. De plus, pour tout T >0, si 0 =15 <t} <--- <t, =T
est une suite de subdivisions emboitées de [0,T| de pas tendant vers 0, on a

pn
<M7M>T - ,}g{; Z(Mt{‘ _Mt,.",l)z
i=1
au sens de la convergence en probabilité. Le processus <M M > est appelé la varia-
tion quadratique de M.

Observons immédiatement que le processus <M M > ne dépend pas de la valeur
initiale M, mais seulement des accroissements de M : si on écrit M, = My + N;,
ona (M,M) = (N,N). Cela est évident & partir de I’approximation donnée dans le
théoreme, et cela sera aussi clair dans la preuve qui va suivre.

Remarques. (i) Si M = B est un mouvement brownien, la Proposition 2.4 montre
que <B,B>t =1.

(ii) Dans la derniere assertion du théoreme, il n’est en fait pas nécessaire de
supposer que les subdivisions soient emboitées.

Démonstration. L’unicité est une conséquence facile du Théoréme 4.1. En effet,
soient A et A’ deux processus croissants satisfaisant la condition de I’énoncé. Alors,
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le processus A; —A! = (M? —A}) — (M? — A;) doit étre 2 la fois une martingale locale
et un processus a variation finie, et donc A — A’ = 0.

Pour I’existence considérons d’abord le cas ou My = 0 et M est bornée (donc en
particulier est une vraie martingale, d’apres la Proposition 4.3 (ii)). Fixons 7' > 0
et 0 =15 <ty <---<t, =T une suite de subdivisions emboitées de [0,7] de pas
tendant vers 0.

Une vérification trés simple montre que, pour tout n et tout i = 1,..., p,, le pro-
cessus _

szl = Mti’il (Mtl”/\t _Mtlfll/\t)

est une martingale (bornée). En conséquence, si on pose

pﬂ
n
Xz - ZMt{Ll (Mt[-"/\t _Mti"il/\t)a
i=1

le processus X" est aussi une martingale. La raison de considérer ces martingales
vient de I’identité suivante, qui découle d’un calcul simple : pour tout n, pour tout
j€{1a~--7pn}’ .
J
M,Z; -2 ;j,; =Y (Myp —My )2, 4.2)
i=1
Lemme 4.2. On a
lim E[(X}—X")?] =0.
n,m—oo

Démonstration du lemme. Fixons d’abord n < m et évaluons le produit E[X}X}"].
Ce produit vaut

Pn Pm
Y Y EMy (My—Mgp )My (Myr — Mg )]
== : :

Dans cette somme double, les seuls termes susceptibles d’étre non nuls sont ceux

qui corrrespondent a des indices i et j tels que I'intervalle | [E ;”] est contenu dans

|t ,,t']. En effet, supposons ¢/ < t§”_1 (Ie cas symétrique t}" <1l est traité de

maniére analogue). Alors, en conditionnant par la tribu .7 1,
i

E[My (Mg =My )My (Mg =My )]
=E[My (Myp =My YMpn  E[Myn — My | Fin | ]] = 0.

Pour tout j = 1,..., py, notons iy (j) I'unique indice i tel que J¢7* |, #7'] CJf" . 1]].
On a donc obtenu

EXpXfl= ), ElMy (My—My )My (Mg —Mg )]
1§j§pm, i=[n,111(.j) |

Dans chaque terme E[My (Mp — My | )Mt;yi] (Ml;n — M )] on peut maintenant
décomposer
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My =My, = ) (Mp—My )
kiip m(k)=i

et observer qu’on a si k # j,
E[Ml,-",l (MIZ’ — Mt/:n—l )Mt}n,l (Mtf/n _Mt}n,l )] =0

(conditionner par rapport a ‘g[fi"q si k > j et par rapport a 9’?—1 si k < j). Il ne reste
donc que le cas k = j a considérer, et on a obtenu

2
E[X}X} = Y E[My My (Mg — My )7].
1<j<pm, izin,m(j)

En remplacant n par m on a

E(XPP)= ¥, EM3 (Mg~ M V).

1<j<pm

On a donc aussi, en utilisant la Proposition 3.7 a la troisiecme égalité,

2 2 B
E((X77] = Y EM (Mg —My )]
1<i<pn
= Y ElM E[(Mp—My |y ]
1<i<pn l
5 2
ST .
1<i<p, jiin,/11(j)=i

- Y EMp (Mp—Mp)’]
1<j<pm, i=in,ln(j) .

En combinant les trois identités obtenues, on trouve

EF =X =E ¥ (Mg, —Mp ) (M —Mp ).

1<j<pm, i:in,m (])
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

EG-XPP]<E[ s (Mp,—Mp )]

1 Sjgﬁma i:in,m (1)

<E[( Xty -y P)]

1<j<pm

La continuité des trajectoires assure, par convergence dominée, que

lim E[ sup (M, — M| )4} =0.

M=o RSN Ly < < py, =i ()
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Pour terminer la preuve du lemme, il suffit donc de montrer I’existence d’une cons-
tante C telle que, pour tout m,

e[( L mp-my )] <c 3)

- J
1<j<pm

Notons K une constante telle que |M;| < K pour tout # > 0. En développant le carré
et en utilisant (deux fois) la Proposition 3.7,

E[( X g )]

1<j<pm
4 2 2
=F Z (M,}n _Mt;”,l) ] +2E{ Z (Mt}” _Mtﬁl) (Mtzn _Mtl’cn—l) }
1<j<pm 1< j<k<pm
<4KE| Y (Mp—Mp )]
1<j<pm i
pm—1 ) Pm s
2y E{(Mt}n—Mt;nil) E[ Y (Mp My ) ‘3@”
Jj=1 k=j+1
—4KE[ Y (Mg —Mp )|
1<j<pm
pm—1
+2 ) E[(M,m — My )V E[(Mr —Mp)? | ,9?,}_"]]
j=1

< 12K2E[ Y (My—My )2}
1<j<pm ! !

= 12K2 E[(M7 — Mp)?]

< 48K*

ce qui donne bien la majoration (4.3) avec C = 48K*. Cela termine la preuve. a
Nous revenons maintenant a la preuve du théoreme. Via I’inégalité de Doob dans
L? (Proposition 3.8 (ii)), le Lemme 4.2 entraine que

lim E [sup(X," thm)z] =0.

n,m—oco +<T

On peut donc trouver une suite strictement croissante (nx)x>; telle que, pour tout
k>1,

E {sup(thk+l —Xl"k)z} <27k
t<T

Il en découle que

B[ F s ] <
k=11t<T

et donc
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Y sup X X% <o, pus.

k=11=T
En conséquence, sauf sur un ensemble négligeable .4, la suite de fonctions aléatoi-
res (X;*,0 <t < T) converge uniformément sur [0, 7] vers une fonction aléatoire
limite (¥,,0 <t <T).On prend ¥,(®) = 0 pour tout z € [0,7] si ® € .4#". Le proces-
sus (¥;)o<<7 a des trajectoires continues et est adapté a la filtration (% )o<;<7 (on
utilise ici le caractere complet de la filtration). De plus, pour chaque ¢ € [0, 77, ¥; est
aussi la limite dans L de X;™, et en passant a la limite dans 1’égalité de martingale
pour X", on voit que Y est une martingale a trajectoires continues (définie seulement
sur I'intervalle de temps [0, 7).

Par ailleurs, I’identité (4.2) montre que le processus M> — 2X/* est croissant le
long de la subdivision (7,0 < i < p,). En passant a la limite n — oo, on voit que
la fonction ¢ +— M? — 2Y, doit étre croissante sur [0, 7], sauf éventuellement sur le
négligeable .. Sur Q\.#", on pose, pour 7 € [0,T], (M, M), = M? —2Y, et sur A
on prend <M,M>[ =0. Alors, <M,M> est un processus croissant et Mt2 — <M,M>l =
2Y, est une martingale, sur I’intervalle de temps [0, T].

11 est facile d’étendre la définition de <M M > , atoutr € Ry :on applique ce qui
précede avec T = k pour tout entier k > 1, en remarquant que le processus croissant
obtenu avec 7 = k doit étre indistinguable de la restriction a [0, k] de celui obtenu
avec T = k+ 1, a cause de I’argument d’unicité. Le processus <M M > , ainsi étendu
satisfait manifestement la premiere propriété de 1’énoncé.

La partie unicité montre aussi que le processus <M M > , ne dépend pas de la suite
de subdivisions choisie pour le construire. On déduit alors de (4.2) (avec j = p,) que
pour tout 7 > 0, pour n’importe quelle suite de subdivisions emboitées de [0, 7] de
pas tendant vers 0, on a

n—o0 7

Pn
lim }° (M, —Mt;,ll)2 =(M,M),
j=1

dans L?. Cela achéve la preuve du théoréme dans le cas borné.

Considérons maintenant le cas général. En écrivant M; = M, + N;, donc Mt2 =
Mé +2MyN; + Ntz, et en remarquant que MyN; est une martingale locale (exercice!),
on se ramene facilement au cas ou My = 0. On pose alors

T, =inf{r > 0: |M;| > n}

et on peut appliquer ce qui précéde aux martingales bornées M™». Notons A" =
(M"™ M), Grice a la partie unicité, on voit facilement que les processus A7 et
A} sont indistinguables. On en déduit qu’il existe un processus croissant A tel que,
pour tout n, A,a7, et A} soient indistinguables. Par construction, Mtz/\Tn — Asnt, est
une martingale, ce qui entraine précisément que M,2 — A; est une martingale locale.
On prend <M M > , = A, etcela termine la preuve de la partie existence.

Enfin, la deuxiéme assertion du théoreme est vraie si on remplace M et <M M >T
par M et (M,M).,. 7, (Méme avec convergence L?). 1l suffit alors de faire tendre n
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vers oo en observant que, pour tout 7 > 0, P[T < T,] converge vers 1 quand n — oo.
O

Propriété. Si T est un temps d’arrét on a p.s. pour tout t > 0,

(M". M), = (M.M),,

Cela découle du fait que M? , — (M. M) A €St une martingale locale comme
martingale locale arrétée (cf. propriété (c) des martingales locales).

Nous énoncons maintenant un théoreme qui montre comment les propriétés
d’une martingale locale sont liées a celles de sa variation quadratique. Si A est un
processus croissant, A. désigne de maniere évidente la limite croissante de A; quand
t — oo (cette limite existe toujours dans [0,e9]).

Théoreme 4.3. Soit M une martingale locale avec My = 0.

(1) Il y a équivalence entre :
(a) M est une (vraie) martingale bornée dans L.
(b) EM M) _] < co.
De plus si ces conditions sont satisfaites, le processus M,2 — <M,M>t est une (vraie)
martingale uniformément intégrable, et en particulier E[M2] = E[(M,M)..).
(ii) 1l y a équivalence entre :
(a) M est une (vraie) martingale de carré intégrable (E [Mtz] < oo pour tout
t>0).
(b) E[(M,M),] < o pour tout t > 0.
De plus si ces conditions sont satisfaites, M} — <M M > , est une martingale.

Remarque. Dans la propriété (a) de (i) (ou de (ii)), il est essentiel de supposer que
M est une martingale, et pas seulement une martingale locale. L’inégalité de Doob
utilisée dans la preuve suivante n’est pas valable pour une martingale locale!

Démonstration. (i) Supposons d’abord que M est une martingale bornée dans L.
L’inégalité de Doob dans [2 (Proposition 3.8 (ii)) montre que, pour tout 7 > 0,

E[ sup ME} <4EM?).

0<t<T

En faisant tendre T vers o, on a

E [supM,z} < 4supE[M?] < oe.

>0 >0

Soit (7,,) une suite de temps d’arrét qui réduit la martingale locale M*> — (M, M).
Alors, pour tout 7 > 0, la variable Mtz/\Tn — (M, M)x7, est intégrable et vérifie

E[Mtz/\T}l - <M,M>m7n} =0.

. 2 . <, 2 .. z
Puisque My, 7., qui est dominée par sup, My, est aussi intégrable, on a
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EI(M.M)inz,] = E[MZ5) < E | supM?).

>0

En faisait tendre d’abord n, puis 7 vers oo, on obtient par convergence monotone que

E[(M,M).] < E[suph?] < o

s>0

Inversement supposons que E[(M,M)..] < eo. Considérons comme ci-dessus une
suite de temps d’arrét (7,) qui réduit la martingale locale M?> — (M, M), et posons
pour tout 7,

Sy =T, Ninf{r > 0: |M,| > n}.

de sorte que (S,) réduit aussi M> — (M, M), et les martingales locales arétées M5
sont bornées. Comme dans la premiere partie de la preuve, on obtient 1’égalité

E[Mjs,] = E((M,M)ins,] < E[(M,M)<] < oo.

D’aprés le lemme de Fatou, cela entraine aussi E[M?] < E[(M,M)..] pour tout t >0,
et donc la famille (M;),>o est bornée dans L?. Par ailleurs, pour ¢ fixé, I'inégalité
précédente montre aussi que la suite (M5, ) est bornée dans L%, donc uniformément
intégrable. Il en découle que cette suite converge dans L' vers M, quand n — oo. Cela
permet de passer a la limite dans 1’égalité

E[Mips, | Fs| = Msps, (pour s < 1)

et d’obtenir
E[M, | F| = M;

ce qui montre que M est une vraie martingale, bornée dans L> d’aprés ce qui précede.
Enfin, si les propriétés (a) et/ou (b) sont satisfaites, la martingale locale M?* —
(M, M) est dominée par la variable intégrable

supM? + (M, M)..
>0

et est donc (Proposition 4.3 (ii)) une vraie martingale uniformément intégrable.
(ii) 11 suffit d’appliquer (i) & (M;14);>0 pour tout choix de a > 0. O

Corollaire 4.1. Soit M une martingale locale telle que My = 0. Alors on a <M,M>t =
0 p.s. pour tout t > 0 si et seulement si M est indistinguable de 0.

Démonstration. Supposons <M M > , = 0p.s. pour toutz > 0. D’apres la partie (i) du
théoréme ci-dessus, M? est une martingale uniformément intégrable, d’ot E[M?] =
E[M3] =0. o
Crochet de deux martingales locales. Si M et N sont deux martingales locales, on
pose

<M’N>t = %(<M+N’M+N>t o <M’M>t o <N’N>t)'
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Proposition 4.4. (i) <M ,N > est l'unique (a indistinguabilité pres) processus a varia-
tion finie tel que M;N; — <M,N>t soit une martingale locale.

(ii) L’application (M,N) — <M N > est bilinéaire symétrique.

(iii) Si 0 =15 <t{ <--- <ty =t est une suite de subdivisions emboitées de [0,1]
de pas tendant vers 0, on a

Pn
lim } (M — My )(Nyp =Ny ) = (M,N),
i=1

en probabilité.

(iv) Pour tout temps d’arrét T, <MT,NT>[ = <MT,N>I = <M’N>t/\T'

(v) Si M et N sont deux martingales bornées dans L%, M/N, — (M,N), est une
martingale uniformément intégrable. En particulier, (M,N ) est bien défini (comme
la limite p.s. de (M,N), quand t — oo), est intégrable et vérifie

E[M.N..| = E[MoNo] +E[(M,N)..).

Démonstration. (i) découle de la caractérisation analogue dans le Théoreme 4.2 (et
I’unicité découle du Théoréme 4.1). (iii) est de méme une conséquence de 1’assertion
analogue dans le Théoreme 4.2. (ii) découle de (iii). Ensuite, on peut voir (iv)
comme une conséquence de la propriété (iii), en remarquant que cette propriété
entraine, pour tous 0 < s <t, p.s.

(MT ,NT) = (M",N), = (M,N), sur {T > 1},
(MT,NT) —(M" ,NT) =(M" ,N) —(M" ,N) =0 sur {T < s <t}.

Enfin, (v) est une conséquence facile du Théoreme 4.3 (i). a

Remarque. Une conséquence de (iv) est que M7 (N —NT') est une martingale locale,
ce qui n’est pas si facile a voir directement.

Définition 4.4. Deux martingales locales M et N sont dites orthogonales si <M ,N > =
0, ce qui équivaut a dire que le produit MN est une martingale locale.

Exemple important. Nous avons déja observé qu’un (.%;)-mouvement brown-
ien B est une (vraie) martingale de variation quadratique <B,B> , = 1. Deux (F)-
mouvements browniens indépendants B et B’ sont des martingales orthogonales. Le
plus simple pour le voir est d’observer que le processus % (B; + B}) est encore une
(%#,)-martingale locale, et d’autre part il est trés facile de vérifier que c’est aussi un
mouvement brownien. Donc la Proposition 2.4 montre que sa variation quadratique
est £, et par bilinéarité du crochet cela entraine <B, B > = 0.

Si M et N sont deux (vraies) martingales bornées dans L? et orthogonales, on a
E[M;N;] = E[MyNp], et méme E[MgNs| = E[MoNy] pour tout temps d’arrét S. Cela
découle en effet du Théoreme 3.6, en utilisant la propriété (v) de la Proposition 4.4.

Proposition 4.5 (Inégalité de Kunita-Watanabe). Soient M et N deux martingales
locales et H et K deux processus mesurables. Alors, p.s.,
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) < ([raaan,)([Cawa,)"

Démonstration. Notons (M,N >; = (M,N), —(M,N)_pour s <t. On commence
par remarquer que p.s. pour tous s < ¢ rationnels (donc aussi par continuité pour

tous s < f)on a
(MY <\ (0, (WY,

En effet, cela découle immédiatement des approximations de (M,M) et (M,N)
données dans le Théoréme 4.2 et la Proposition 4.4 respectivement, ainsi que de
I’inégalité de Cauchy-Schwarz. A partir de maintenant, on fixe @ tel que 1’inégalité
précédente soit vraie pour tous s < ¢, et on raisonne sur cette valeur de @. On remar-
que d’abord qu’on a aussi

[ 1), <m0 SN, w

En effet, il suffit d’utiliser la Proposition 4.1 et de majorer, pour toute subdivision
s=ly<f <. <t,=t,

» P , ;
MIURINES VLTV RV

i=1 i=1

On peut généraliser et obtenir, pour toute partie borélienne bornée A de R_,

/A\d<M,N>u| < \//Ad<M,M>u \//Ad<N,N>u.

Lorsque A=[s, t], c’est 'inégalité (4.4). Si A est une réunion finie d’intervalles, cela
découle de (4.4) et d’'une nouvelle application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Un
argument de classe monotone montre alors que cette inégalité est vraie pour toute
partie borélienne bornée (on utilise ici une version du lemme de classe monotone
différente de celle de 1’Appendice Al : précisément, la plus petite classe sta-
ble par réunion croissante et intersection décroissante dénombrables, et contenant
une algebre de parties, contient aussi la tribu engendrée par cette algebre — voir le
premier chapitre de [7]).
Soient h =Y A;14, et k =Y u;14, deux fonctions étagées positives. Alors,

[Hk(s)la(m.N),| = Zm/ (M, N),|
(Z/’Lz/ M M> ) (Z‘U’Z/A.d<N’N>‘v)l/2

i
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= ([nracman,) " ( [xoranm,)",

ce qui donne I’inégalité voulue pour des fonctions étagées. Il ne reste qu’a écrire
une fonction mesurable positive quelconque comme limite croissante de fonctions
étagées. ad

4.4 Semimartingales continues

Définition 4.5. Un processus X = (X;);>0 est une semimartingale continue s’il
s’écrit sous la forme
Xt =M+ A,

ou M est une martingale locale et A est un processus a variation finie.

La décomposition ci-dessus est unique a indistinguabilité pres, toujours a cause
du Théoreme 4.1.
Si Y, = M/ + A} est une autre semimartingale continue on pose par définition

<X’Y>z - <M’M,>z‘
En particulier, <X X > = <M M > "

Proposition 4.6. Soit 0 =1y <1} <--- <t, =t une suite de subdivisions emboitées
de [0,t] de pas tendant vers 0. Alors,

Pn
Jim ) (K —Xig )Ty — Yo} = (X.7),
i=1
en probabilité.
Démonstration. Pour simplifier, traitons seulement le cas ou X =Y. Alors,
Pn ’ Pn ) Pn 5
Y X=X )P =Y (Mp—Myp )+ Y (Ap —Ap )

i=1 i=1 i=1

Pn

+2 Y (My =My ) (A — Ay ).

i=1

On sait déja (Théoreme 4.2) que
. Pn »
lim ) (Mg — My )* = (M, M), = (X.X),,
i=1

en probabilité. D’autre part,
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Pn Pn
2
Z(Atl-" —At;[l) < ( sup ‘At;’ —Ar{Ll ‘) Z‘T |At;7 —At;[l|
=

1<i<pn

t
< ([ 1aad) sup 1ag—ap,|

1<i<py

qui tend vers 0 p.s. quand n — oo par continuité de la fonction s — A;. Le méme
raisonnement montre que

Pn r
| Yty — g )0ty by )| < ([ 1asl) sup (bt~

i=1 1<i<pp

tend vers O p.s. |

Exercices

Dans les exercices qui suivent, on se place sur un espace de probabilité (Q,.%,P)
muni d’une filtration compleéte (7 )00

Exercice 4.1. Soit U une variable aléatoire réelle .%p-mesurable, et soit M une mar-
tingale locale. Montrer que le processus N; = UM, est encore une martingale locale.
(Ce résultat a été utilisé dans la construction de la variation quadratique d’une
martingale locale.)

Exercice 4.2. 1. Soit M une (vraie) martingale a trajectoires continues issue de My =
0. On suppose que (M;);>o est aussi un processus gaussien. Montrer alors que pour
tout? > 0 et tout s > 0, la variable aléatoire M, s — M, est indépendante de o (M,,0 <
r<t).

2. Sous les hypotheses de la question 1., montrer qu’il existe une fonction croissante
continue f : Ry — R telle que (M, M), = f(¢) pour toutz > 0.

Exercice 4.3. Soit M une martingale locale issue de 0.
1. Pour tout entier n > 1, on pose T, = inf{sr > 0 : |M;| = n}. Montrer que p.s.

{llimM, existe et est ﬁnie} = (J{Th =} C {{M, M) <oo}.
n=1

2. On pose S, = inf{r > 0: (M,M); = n} pour tout entier n > 1. Montrer qu’on a
aussi p.s.

{(M, M), <00} = | J{Sy =1} C {tlimM, existe et est ﬁnie}7

n=1

et conclure que
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{ lim M, existe et est ﬁnie} ={(M,M)e < oo} , ps.
f—o0

Exercice 4.4. Pour tout entier n > 1, soit M" = (M]");>( une martingale locale issue
de 0. On suppose dans tout I’exercice que

lim (M", M").. =0

n—oo

en probabilité.
1. Soit € > 0, et, pour tout n > 1, soit

T =inf{t >0: (M" M"), > e}.

Justifier le fait que 77 est un temps d’arrét, puis montrer que la martingale locale
arrétée
M = INTE V>0,
est une vraie martingale bornée dans L.
2. Montrer que
E[sup |M,""8|2} <d4e.

t>0

3. En écrivant, pour tout a > 0,

P[sup\Mﬂ > a] < P[sup IME| > a} FP[T! < ool
>0 >0

montrer que
lim (sup |M,"|) =0
n—oo >0

en probabilité.

Exercice 4.5. 1. Soit A un processus croissant (a trajectoires continues, adapté, tel
que Ap = 0) tel que A, < o p.s., et soit Z une variable positive intégrable. On sup-
pose que, pour tout temps d’arrét 7', on a

E[Aw —Ar] < E[Z1i7 0]
Montrer en utilisant un temps d’arrét bien choisi que pour tout A > 0,
E[(Aw—A) 1y 23] SE[Z114 23]

2. Soit f : Ry — R une fonction croissante de classe C', telle que f(0) = 0 et soit
F(x) = [g f(¢)dt pour tout x > 0. Montrer que, sous les hypotheses de la question
1.,ona

E[F(A=)] < E[Z f(A)].

(On pourra remarquer que F(x) = xf(x) — 5 A f/()dA pour tout x > 0.)
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3. Soit M une (vraie) martingale 2 trajectoires continues, bornée dans L2, telle que
My = 0, et soit M., la limite presque stire de M, quand ¢ — oo. Montrer que les
hypothéses de la question 1. sont satisfaites lorsque A, = (M, M), et Z = M>. En
déduire que, pour tout réel g > 1,

E[((M,M)x)"'] < (q+ 1) E[((M,M)) T MZ].
4. Soit p > 2 un réel tel que E[({M,M)..)P] < e. Montrer que
E[((M,M)e)"] < p? E[|M.o|?].

5. Soit N une martingale locale telle que Ny = 0, et soit 7 un temps d’arrét tel que
la martingale arrétée N7 soit uniformément intégrable. Montrer que, pour tout réel
p=2,

E[((N.N)7)"] < p"E[|Nr [*?].

Donner un exemple montrant que ce résultat peut étre faux si N7 n’est pas uni-
formément intégrable.

Exercice 4.6. Soit (X;);>0 un processus adapté, a trajectoires continues et a valeurs
positives ou nulles. Soit (4;);>p un processus croissant (a trajectoires continues,
adapté, tel que Ag = 0). On considere la condition suivante :

(D) Pour tout temps d’arrét borné 7', on a E[X7| < E[Ar].

1. Montrer que si M est une (vraie) martingale a trajectoires continues et de
carré intégrable, et My = 0, alors la condition (D) est satisfaite par X, = M? et
A= (M,M),.

2. Montrer que la conclusion de la question précédente reste vraie si on suppose
seulement que M est une martingale locale issue de 0.

3. On note X;" = sup,, X;. Montrer que sous la condition (D) on a pour tout temps
d’arrét borné S et tout ¢ > 0 :

[

PIX; > ] < E[As]

(on pourra appliquer I'inégalité (D) a T =S AR, avec R =inf{t > 0:X; > c}).
4. En déduire, toujours sous la condition (D), que, pour tout temps d’arrét S (fini ou

pas),
1
PIXS > < ~E[As]

(lorsque S prend la valeur o, on prend bien entendu X = sup-( Xs).

5. Soientc >0etd >0, et S=inf{r > 0:A; >d}. Soit aussi T un temps d’arrét.
En remarquant que

X > ¢} € (X5 >} Ufar 2 d})

montrer que, sous la condition (D), on a
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1
P[X; >c] < —E[Ar Nd)+P[Ar > d|.
C

6. Déduire des questions 2. et 5. que si M) est une suite de martingales locales et T
un temps d’arrét tel que (M () M (”>>T converge en probabilité vers 0 quand n — oo,
alors on a aussi :

lim (sup M |) —0, en probabilité.

n—eo \ oo



Chapitre 5
Intégrale stochastique

Résumé Ce chapitre est au cceur du présent ouvrage. Dans un premier temps, nous
définissons I’intégrale stochastique par rapport a une (semi)martingale continue, en
considérant d’abord I’intégrale des processus élémentaires (qui jouent ici un role
analogue aux fonctions en escalier dans la théorie de I’intégrale de Riemann) puis
en utilisant un argument d’isométrie entre espaces de Hilbert pour passer au cas
général. Nous établissons ensuite la célebre formule d’Itd, qui est 1’outil princi-
pal du calcul stochastique. Nous discutons plusieurs applications importantes de
la formule d’It6 : théoreme de Lévy caractérisant le mouvement brownien comme
martingale locale de variation quadratique ¢, inégalités de Burkholder-Davis-Gundy,
représentation des martingales dans la filtration d’un mouvement brownien. La fin
du chapitre est consacrée au théoreme de Girsanov, qui décrit la stabilité des no-
tions de martingales et de semimartingales par changement absolument continu de
probabilité. En application du théoreme de Girsanov, nous €tablissons la célebre
formule de Cameron-Martin donnant I’image de la mesure de Wiener par une trans-
lation par une fonction déterministe. Sauf indication du contraire, les processus con-
sidérés dans ce chapitre sont indexés par R et a valeurs réelles.

5.1 Construction de I’intégrale stochastique

Dans tout ce chapitre on se place sur un espace de probabilité (2,.%, (.%;), P) muni
d’une filtration complete. On dira parfois “martingale continue” au lieu de “martin-
gale a trajectoires continues”. Rappelons que par définition les martingales locales
ont des trajectoires continues.

Définition 5.1. On note H? I’espace des martingales continues M bornées dans L?
et telles que My = 0, avec la convention que deux processus indistinguables sont
identifiés.

La Proposition 4.4 (v) montre que, si M,N € H? la variable aléatoire (M,N)_ est
bien définie et on a E[|(M,N)_|] < eo. Cela permet de définir une forme bilinéaire

J.-F. Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique,
Mathématiques et Applications 71, DOI: 10.1007/978-3-642-31898-6_5, 79
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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symétrique sur H? par la formule
(M,N)g> =E[(M,N)_] = E[M..N].

Le Corollaire 4.1 montre aussi que (M, M )2 = 0 si et seulement si M = 0. La norme
sur H? associée au produit scalaire (M, N)y est

1Ml = (M,M); = E[(M,M)_]'/2.

Proposition 5.1. L’espace H? muni du produit scalaire (M,N )i est un espace de
Hilbert.

Démonstration. Il faut voir que H? est complet pour la norme || |/z2. Soit donc
(M™) une suite de Cauchy pour cette norme : d’aprés le Théoréme 4.3, on a

lim E[(M!—M")? = lim E[(M"—M"M"—M")_] =0.

m,n—oo m,n—oo

En particulier, la suite (M”) converge dans L? vers une limite notée M... L’ inégalité
de Doob dans L? (Proposition 3.8 (ii)), et un passage 4 la limite facile montrent que,
pour tous m,n,

E [ sup(u —M)")?| < 4E((M2—M2)?)

On obtient donc que
lim E [sup(Mt” _th)z} =0. (5.1

m,n—o0 >0
11 est ensuite facile d’extraire une sous-suite (1) telle que

E [ Y sup Myt — | } Z [sup —M, k“)z} < oo,

k=11t>0 >0

On en déduit que p.s.

Y sup |[M* — M| < oo,

k=11=0
et donc p.s. la suite (M");> converge uniformément sur R, vers une limite
notée (M;);>o. Clairement le processus limite M a des trajectoires continues (on
se débarrasse facilement de I’ensemble de probabilité nulle en prenant M = 0 sur
cet ensemble). Puisque M, converge aussi dans L> vers M,, pour tout ¢ > 0 (car la
suite (M) est de Cauchy dans L? d’aprés (5.1)) on voit immédiatement en passant
a la limite dans 1’égalité M,* = E[M! | %] que M, = E[M.. | %], et donc (M;);>¢
est une martingale bornée dans L?. Enfin,

lim E[(M™ MM — )] = lim E[(02 —M.)?) =0,

k—so0 k—o0

ce qui montre que la sous-suite (M"), donc aussi la suite (M") converge vers M
dans H?. O
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On note Prog la tribu progressive sur 2 x R (voir la fin du paragraphe 3.1).

Définition 5.2. Pour M € H?, on note
L*(M) =L*(Q xR ,Prog,dPd(M,M) )

I’espace des processus progressifs H tels que
E [/ (M, M), | <.
0 :

Comme n’importe quel espace L?, I’espace L>(M) est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire

(H.K) g = E L/OwHSKSd<M,M>S]

Définition 5.3. On note & le sous-espace vectoriel de L?(M) formé des processus
élémentaires, c’est-a-dire des processus H de la forme

p—1

H‘(w) = Z H(l)(w) l]t,‘,l,ur]] (S),
i=0

ou0=1y <t <tp <---<t,etpourchaqueic {0,1,...,p— 1},H(,~) est une variable
F;-mesurable et bornée.

Proposition 5.2. Pour tout M € H?, & est dense dans L*(M).

Démonstration. 11 suffit de montrer que si K € L?(M) est orthogonal a & alors
K = 0. Supposons donc K orthogonal a &, et posons, pour tout z > 0,

X, = /tKud<M,M>M.
0

Le fait que cette intégrale soit (p.s.) absolument convergente découle facilement de
I’inégalité de Cauchy-Schwarz et des propriétés M € H?, K € L*>(M). Cet argument
montre méme que X; € L'

Soient ensuite 0 < s < ¢, soit F une variable .%;-mesurable bornée et soit H € &
défini par H,(@) = F(®) 1y (r). En écrivant (H,K) ;2 () = 0, on trouve

E|F /l K,d(M,M), | =0.

On a ainsi obtenu E[F (X; — X;)] = 0 pour tous s < 7 et toute variable .7;-mesurable
F. Cela montre que X est une martingale. D’autre part, puisque X est aussi un pro-
cessus a variation finie (d’apres la Proposition 4.2, et la remarque (i) suivant cette
proposition), cela n’est possible (Théoréme 4.1) que si X = 0. On a donc

t
/Kud<M,M>u:O Vi >0, p.s.
0
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ce qui entraine
K, =0, d<M,M>u p-p-, P-s.
c’est-a-dire K = 0 dans L*(M). O
Rappelons la notation X7 pour le processus X arrété au temps d’arrét T, X! =
Xinr-

Théoreme 5.1. Soit M € H2. Pour tout H € &, de la forme

Z H ]tlatl+]]( )

on définit H-M € H? par la formule

p—1
(H 'M)l = Z H(i) (MIH]/\I —Mz,-At)-
i=0
L’application H — H -M s’étend en une isométrie de L*(M) dans H?. De plus, H-M
est caractérisé par la relation

(H-M,N)=H-(M,N), VNeH. (5.2)
Si T est un temps d’arrét, on a
(opH) M= (H-M)" =H-M". (5.3)

On note souvent

!
(H-M), = / H,ydM,
0
et on appelle H - M l'intégrale stochastique de H par rapport a M.

Remarque. L’intégrale H - <M ,N > qui figure dans le terme de droite de (5.2) est une
intégrale par rapport a un processus a variation finie, comme cela a été défini dans
le paragraphe 4.1.

Démonstration. On va d’abord vérifier que 1’application M — H - M est une
isométrie de & dans H2. On montre trés facilement que, si H € &, H-M est une
martingale continue bornée dans L2, donc appartient & H?. De plus I’application
H — H - M est clairement linéaire. Ensuite, on observe que, si H est de la forme
donnée dans le théoreme, H - M est la somme des martingales

M; = Hy My, ne — Migni)
qui sont orthogonales et de processus croissants respectifs
(M, M), = HG (M, M)

M.M)

tis1 N _< tl-/\t>
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(ces propriétés sont faciles a vérifier, par exemple en utilisant les approximations de
(M,N)). On conclut que

<H M H- M Z H <M’M>[H_1/\l B <M7M>[l‘/\[)'

En conséquence,

- = £ X (0.0, ~ 10, )
—E [/Ostzd<M,M>J

2
= ”HHLZ(M)

L application M — H - M est donc une isométrie de & dans H?. Puisque & est dense
dans L*>(M) (Proposition 5.2) et H? est un espace de Hilbert (Proposition 5.1), on
peut prolonger, de maniére unique, cette application en une isométrie de L?(M) dans
H2.

Vérifions maintenant la propriété (5.2). On fixe N € H?. On remarque d’abord
que, si H € L>(M), I’inégalité de Kunita-Watanabe (Proposition 4.5) montre que

E[ [ 1HI1d0.N)]] < 1H ]2 [N ]2 < =
et donc la variable [;°Hyd(M,N); = (H - (M,N)). est bien définie et dans L'. Con-

sidérons d’abord le cas ou H est élémentaire de la forme ci-dessus. Alors, pour tout
i€{0,1,...,p—1},

p—1 )
(H-M,N)=Y (M'N)
i=0
et on vérifie aisément que
<Ml N> - (<M N> +1/\t7<M’N>t,-/\t)'
On en déduit que
!
(H-M.N), ZH Ny = MLN),) = [ Healm ),

ce qui donne la relation (5.2) lorsque H € &. Ensuite, on remarque que I’ application
X — (X,N)_ est continue de H? dans L' : en effet, d’apres I'inégalité de Kunita-
Watanabe,

E[(X.N). | < E(X.X)_)E(N,N) "% = N 521X |-
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Si on se donne une suite (H") dans &, telle que H" — H dans L?>(M), on a donc

(H-M,N)_ = lim (H"-M,N)_= lim(H"-(M,N)).. = (H-(M,N))es,

n—oo

ot les convergences ont lieu dans L' et la derniere égalité découle a nouveau de
I’inégalité de Kunita-Watanabe, en écrivant

EH/OOQ(HS”—HS)d<M,N> H < E[(N,N) V2 [H" —H]|12)-

s

En remplagant N par N dans 1’égalité (H-M,N) = (H-(M,N)). on trouve
<H ~M,N>t = (H- <M,N>),, ce qui termine la preuve de (5.2).

Il est facile de voir que la relation (5.2) caractérise H - M. En effet, si X est une
autre martingale de H? qui satisfait la méme propriété, on a pour tout N € H?,

(H-M—X,N)=0

eten prenant N = H-M — X on trouve que X = H - M.
Il reste a vérifier la derniere propriété. En utilisant les propriétés du crochet de
deux martingales, on remarque que, si N € HZ2,

((H-M)"\N),=(H-M,N) (H-(M,N))iar = (g7 H- (M,N)),

INT
ce qui montre que la martingale arrétée (H - M)T vérifie la propriété caractéristique

de I’intégrale (I[OJ]H ) - M. On obtient ainsi la premiére égalité de (5.3). La preuve
de la seconde est analogue, en écrivant

(H-M"N)y=H-(M",NY=H-(M,N)" =107H-(M,N).

Cela termine la preuve du théoreme. a
Remarque. On aurait pu utiliser la relation (5.2) pour définir ’intégrale stochas-
tique H - M, en observant que I’application N — E[(H - <M N >)°<,] définit une forme
linéaire continue sur H?, et donc qu’il existe un élément unique H - M de H? tel que

E[(H-(M,N)).] = (H-M,N)y =E[(H-M,N)_].
La propriété suivante d’associativité de I’intégrale stochastique est tres utile.
Proposition 5.3. Si K € L>(M) et H € L*(K - M) alors HK € L*>(M) et
(HK)-M=H-(K-M).
Démonstration. D’aprés le Théoréme 5.1, on a
(K-M,K-M)=K-(M,K-M)=K*-(M,M),

et donc
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/ HIK}d(M M) :/ H}d(K -M.,K-M)_
0 0

ce qui donne la premiere assertion. Pour la seconde il suffit de remarquer que si
N € H?,

((HK)-M,N)=HK-(M,N) =H-(K-(M,N))
=H-(K-M,N)
= (H-(K-M),N)

d’ou le résultat voulu. ad
Remarque. De maniere informelle, 1’égalité de la proposition précédente s’écrit

t t
/OHS(KSdMS):/O H,K,dM,.

De méme la propriété (5.2) s’écrit

. t
([ Ny, = [ Ha(m.N),

En appliquant deux fois cette relation on a aussi

e e t
( /0 HydM, /0 KydNy), = /0 HK;d(M,N) .
En particulier,
- - t
</0 Hdes,/O HdM;), = /0 H}d(M,M) .
Formules de moments. Soient M € H?, N € H?, H € L*>(M) et K € L>(N). Puisque
H-M et K- N sont des martingales de HZ, on a, pour tout 7 € [0, 0],

E{/OtHdes} ~0 (5.4)

([ maw) ([ xan)] <[ [meamm]. 69
En particulier, t ,
E[(/O HdM)z] :EUO H3d<MaM>J~ (5.6)

Par ailleurs, H - M étant une vraie martingale, on a aussi, pour tous 0 < s <t < oo,

1
E[/ H,dM,
0

Il est important de remarquer que ces relations (et notamment (5.4) et (5.6)) ne
seront plus forcément vraies pour les extensions de 1’intégrale stochastique qui vont
étre décrites ci-dessous.

S
7] = / H,dM, 5.7)
0
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A T’aide des identités (5.3) il est facile d’étendre la définition de I’intégrale
stochastique H - M a une martingale locale quelconque.

Soit M une martingale locale issue de 0. On note L} (M) (resp. L?(M)) I'espace
des processus progressifs H tels que, pour tout # > 0,

/IH3d<M,M>S <o, ps.  (resp. E[/NHfd<M,M>S] < ).
0 0

Théoréme 5.2. Soit M une martingale locale issue de 0. Pour tout H € L2, (M), il
existe une unique martingale locale issue de 0, notée H - M, telle que pour toute
martingale locale N,

(H-M,N)=H-(M,N). (5.8)
Si T est un temps d’arrét, on a
(LorH) M= (H-M)" =H-M". (5.9)
SiKelLl (M)etHeLl (K-M), onaHK € L}, (M), et
H-(K-M)=HK-M. (5.10)
Enfin, si M € H?, et H € L*(M), la définition de H - M étend celle du Théoréme 5.1.

Démonstration. On note
1
T, =inf{t >0: / (1+H)d(M,M)_>n},
0

de sorte que (7;,) est une suite de temps d’arrét croissant vers +oo (en toute rigueur,
il faudrait ici tenir compte de 1’ensemble de probabilité nulle sur lequel il existe une
valeur ¢ < o pour laquelle jot HS2d<M M >S = oo : sur cet ensemble négligeable, on
remplace H par 0 dans la construction qui suit). Puisque

(M M), = (M.M),, . <

AT,

la martingale arrétée M7 est dans H? (Théoréme 4.3). De plus, il est aussi clair que

A

/wa d(M™ M™) <n.
0

Donc, H € L*(M™), et on peut définir I’intégrale stochastique H - M™* pour chaque
n. En utilisant la propriété (5.3), on voit que si m > n on a

H-M™ = (H-M"™)™,
Cela montre qu’il existe un (unique) processus, noté H - M, tel que, pour tout n,

(H-M)" =H-M™.
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Puisque les processus (H - M)™ sont des martingales de H?, donc en particulier
uniformément intégrables, H - M est une martingale locale.

Soit N une martingale locale, qu’on peut supposer issue de O et soient T, =
inf{r >0:|N,| > n}, S, =T, A\T,. Alors,

(H-M,N)*" = ((H-M)™ N
= (H-M"™ NT")
= H-(M™ N™)
— H-(M,N)™
= (H-(M,N))*

d’ou I’égalité <H -M,N > =H- <M ,N > Le fait que cette égalité écrite pour toute mar-
tingale locale N caractérise H - M se démontre exactement comme dans le Théoréeme
5.1.

La propriété (5.9) est obtenue dans ce cadre par les mémes arguments que la pro-
priété (5.3) dans la preuve du Théoreme 5.1 (ces arguments utilisaient seulement la
propriété caractéristique (5.2) qu’on vient d’étendre sous la forme (5.8)). De méme
la preuve de (5.10) est exactement analogue a celle de la Proposition 5.3.

Enfin, si M € H? et H € L*(M), I'égalité (H-M,H-M) = H*- (M, M) entraine
d’abord que H - M € H?, et ensuite la propriété caractéristique (5.2) montre que les
définitions des Théoremes 5.1 et 5.2 coincident. ad

Remarque. Lien avec I’intégrale de Wiener. Considérons le cas particulier ou B
est un mouvement brownien (en dimension un, issu de 0) et 4 € L*>(R, , (R ),dt)
est une fonction déterministe de carré intégrable. On peut alors définir I'intégrale de
Wiener [§ h(s)dB; = G(f1j,), ou G est la mesure gaussienne associée a B (voir la
fin du paragraphe 2.1 ci-dessus). On voit aisément que cette intégrale coincide avec
I’intégrale stochastique (/- B); que nous venons de définir. En effet, ¢’est immédiat
dans le cas ou & est une fonction en escalier, et on peut ensuite utiliser un argument
de densité.

Discutons maintenant 1’extension des formules de moments énoncées avant le
Théoréme 5.2. Soient M une martingale locale, H € L} (M) et t € [0,c]. Alors,
sous la condition

E{/OtHfd<M,M>S} < oo, (5.11)

on peut appliquer & (H - M)" le Théoréme 4.3, et on a

E[/(:HSdMS} 0, E[(/OtHdes)z} :E[/()tH3d<M,M>S},

et de méme (5.7) reste vrai sur I’intervalle de temps [0,7]. En particulier (cas t = ),
si H € L*>(M), 1a martingale locale H.M est dans H? (vraie martingale bornée dans
[?) et sa valeur terminale vérifie
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E[(/OstdMsﬂ :E[/Owad<M,M>S]

Si la condition (5.11) n’est pas satisfaite, les formules précédentes ne sont pas tou-
jours vraies. Cependant, on a toujours la majoration suivante.

Proposition 5.4. Soit M une martingale locale, et soit H € leoc (M). Alors, pour tout
t>0,

E[(_/OIHSdMS)Z} gE[/(ijd(M,M)S] (5.12)

Démonstration. En introduisant la méme suite (7;,) que dans la preuve du Théoréme
5.2, et en utilisant le fait que H € L? (M™), on déduit de (5.6) que, pour tout # > 0,

E((H-M)5) = E| [ " w2ag ).

On aboutit ensuite au résultat recherché en utilisant le lemme de Fatou (pour le
terme de droite) et le théoréme de convergence monotone (pour celui de gauche).
O

Nous allons maintenant étendre I’intégrale stochastique aux semimartingales
continues. On dit qu’un processus progressif H est localement borné si

Vi >0,  sup|H| <o, p.s.
s<t
En particulier, tout processus adapté a trajectoires continues est localement borné.
De plus, si H est localement borné, alors, pour tout processus a variation finie V, on
a

t
Ve >0, /|HSHst|<°°, p-s.
0

et de méme, pour toute martingale locale M, on a H € L} (M).

Définition 5.4. Soit X = M+ V une semimartingale continue, et soit H un processus
(progressif) localement borné. L’intégrale stochastique H - X est alors définie par

H-X=H-M+H-V,

et on note "
(H-X), = /0 H, dX,.

Propriétés.

(i) Lapplication (H,X) — H - X est bilinéaire.

(i) H-(K-X) = (HK)-X, si H et K sont localement bornés.

(iii) Pour tout temps d’arrét T, (H -X)" = Hljg7)- X = H-X".

(iv) Si X est une martingale locale, resp. si X est un processus a variation finie,
alors il en va de méme pour H - X.
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(v) Si H est un processus progressif de la forme Hy(®) = Zf;ol Hjy (@) 1y, ., (s),
ou, pour chaque i, H; est %, -mesurable, alors

p—1

(H-X) = Z Hy (Xiy, 00 — Xiine)-
i=0

Les propriétés (i)-(iv) découlent facilement des résultats obtenus quand X est une
martingale, resp. un processus a variation finie. Dans la propriété (v), la (petite) diffi-
culté vient de ce qu’on ne suppose pas que les variables H(;) soient bornées (si c’est
le cas H est un processus élémentaire, et 1’égalité de (v) est vraie par définition).
Pour la preuve de (v), on remarque d’abord qu’il suffit de traiter le cas ou X = M
est une martingale locale, et on peut méme supposer que M est dans H? (quitte a
arréter M a des temps d’arrét convenables). Ensuite, on observe que si on pose pour
tout entier n > 1,

T, =inf{t > 0: |H;| > n} =inf{t; : |[H;| > n}  (avec inf @ = o)

les T, forment une suite de temps d’arrét qui croit vers ’infini (méme de maniere
stationnaire) et on peut écrire

Hy1p7,/(s ZH Jitii] ()

ou les H(”l.) = H(; 11, vérifient les mémes propriétés que les H(;) et sont de plus
bornés par n. Donc H1j 7, est un processus €lémentaire, et par la construction
méme de I’intégrale stochastique dans ce cas on a

p—1
(H-M)inz, = (Hljo g, -M)e = Y Hiy (Xo, ne = Xone)-
i=0

11 suffit maintenant de faire tendre n vers I’infini dans 1’égalité entre les deux termes
extrémes.

Nous terminons ce paragraphe par un résultat technique d’approximation qui sera
utile dans la suite.

Proposition 5.5. Soit X une semimartingale continue et soit H un processus adapté
a trajectoires continues. Alors, pour tout t > 0, pour toute suite 0 =15 <--- <t, =t
de subdivisions de [0,t] de pas tendant vers 0, on a

pn—1 t
lim Z Hin (X, —Xp) = / H,dX,,
I . O

n—o0

au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. On peut traiter séparément les parties martingale et & variation finie
de X. La partie a variation finie est traitée par le Lemme 4.1. On peut donc supposer
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que X = M est une martingale locale issue de 0. Pour chaque n, définissons un
processus H™ par

) Ht{' sif <s< tl-"Jrl

HyW =

0 sis>tous=0.

Posons enfin, pour tout p > 1,

T, =inf{s > 0: |H|+ (M,M) > p},
et remarquons que H, H () et <M M > sont bornés par p sur I’intervalle |0,7)].
D’apres (5.12), pour tout p fixé,

") T ) N ) e
E (%) ™)) | <E[ [0 - By,
0 :
converge vers 0 quand n — oo par convergence dominée. En utilisant (5.3), on en
déduit que
lim (H™ - M),p7, = (H-M)ar,,

n—oo

dans L. Puisque que P[T), > ] T 1 quand p T o, on obtient que

lim (H™ . M), = (H-M),,
Nn—0
en probabilité. Cela termine la preuve puisque d’apres la propriété (v) ci-dessus on

a
p1171
(H(n) M), = X;) Ht;‘ (Xt;l+l —th)- U

1

Remarque. 11 est essentiel que dans 1’approximation donnée dans la proposition

précédente on considere la valeur de H a I’extrémité gauche de 'intervalle |]", 77", |]

si on remplace H par H,n+ . le résultat n’est plus vrai. Montrons-le par un contre-
I3

exemple trés simple, en prenant H; = X; et en supposant les subdivisions (¢/')o<i<p,
emboitées. On a d’apres la proposition,

— t
lim ¥ X (X, Xp) = [ XX,

n—oo 4 1 1

en probabilité. D’autre part, en écrivant

pn—1 Pl pn—1

2
;) X’in+1 (X’in+| 7le") - 26 X’fl (Xr[n+] 7X’i") + Z(’) (Xt[n+] 7X’i") ?
1= =

=

et en utilisant la Proposition 4.6, on a
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p)l 1
lim Xon X n
n—oo ; t i

i+1

t
Xt,n) :/0 XSdXS+<XaX>17

en probabilité. La limite obtenue est différente de fé X,dX; sauf si la partie martin-
gale de X est dégénérée. Si on fait la somme des deux convergences précédentes, on
aboutit a la formule

()(t)2 - (XO)Q = z/thdXs"" <X,X>t
0

qui est un cas particulier de la formule d’Itd du paragraphe suivant.

5.2 La formule d’1to

La formule d’It6 est 1’ outil de base du calcul stochastique. Elle montre qu’une fonc-
tion de classe C? de p semimartingales continues est encore une semimartingale
continue, et exprime explicitement la décomposition de cette semimartingale.

Théoreme 5.3 (Formule d’Itd). Soient X',...,X? p semimartingales continues, et
soit F une fonction de classe C* de RP dans R. Alors,

L JF ;
FOX o XD) = FXG, XP+Z ) K X0 0X,

82F o
05 3 [ a0 XD,

Démonstration. On traite d’abord le cas p = 1 et on note X = X'. Considérons une
suite 0 = £ < --- <1, =1 de subdivisions emboitées de [0, 7] de pas tendant vers 0.
Alors, pour tout 7,

a1
FOX) = F(X) +”z F(Xy )~ F(Xp),

et d’apres la formule de Taylor, on a, pour tout i € {0,1,...,p, — 1},

fni(®)
n'lz (Xz{’+1 - Xt}‘)27

F(Xy ) — F(Xz,-”) :}'ﬂ/(Xz,-”)(Xz{’+1 _Xt,-")+

i+1
ol

inf F’ (th—O—G(X,n —Xpn)) < fui < sup F' (Xt”+9(xt” —Xin)).
OG[O 1] ! 66[0 1] ¢

D’aprés la Proposition 5.5 avec Hy = F'(X;), on a
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en probabilité. Pour compléter la preuve, il suffit donc de montrer que

Pn—1
lim Z Jni(Xer —Xp)? /F” d(X,X) (5.13)

n—oo

en probabilité.
Commencons par observer que pour m < n,

pn—1 Pm—

Z frzt Xt[”Jrl _Xt” Z fma] Z (thﬂrl _Xttn)z
i=0

{edr<ep <t |}

pn—1
< Zm,n ( Z (Xtin+1 Xti”)2> ’
i=0

avec

Zm,n = sup sup |f"l7i - fm,j|
0<j<pm=1 \{ef'<eft<e |}

Grice a la continuité de F”, on vérifie facilement que Z,, , — 0 p.s. quand m,n — oo
avec m < n. Il découle alors de la Proposition 4.6 que, pour € > 0 donné, on peut
choisir m assez grand de facon que, pour tout m > m et tout n > m,

p)171
Zonn ( Y X, —Xun) ) > s] <e,

et donc

7l

Par ailleurs, pour tout m fixé, la Proposition 4.6 montre aussi que

pn—1 pm—1
an,X,n —Xp)? Z i Y (Xt;«ﬂ—x,fﬂze}ge. (5.14)

(i <ap <t}

pm—1 pm—1
}E}; Z fmj Z (th"Jrl _Xl‘l-")z = Z f;n,j(<XuX>tl_rirl - <X7X>tm)
j=0 (<<t |} j=0 J /
ot
= /0 i (s)d(X,X) (5.15)

ol 1y () = fin,j si 177 <s< | "\ 1> et la convergence a lieu en probabilité. Il est clair
que fy,(s) — F” (X ) uniformément sur [0,¢] quand m — oo, p.s.. Donc, on peut
aussi choisir un entier m, tel que, pour tout m > mo,
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PH/thm(s)d<X,X>S—/IF”(XS)d<X,X>S‘ >e| <e. (5.16)
0 0

Prenons maintenant my = mj \ my et observons que, grace a (5.15) on a pour tout
entier n > myq assez grand,

pmo_l

PH ;) foog Y (X, —Xt;f)Q—/Othmo(S)d<X7X>s

. ITIO mo
{ict; gti”<tj+l}

ze} <e.

En combinant cette derniere estimation avec (5.14) et (5.16) on trouve, pour tout n
assez grand,

g

ce qui termine la preuve de (5.13), et de la formule d’It6 dans le cas p = 1.
Dans le cas ou p est quelconque, la formule de Taylor, appliquée pour tout i €
{0,1,...,p, — 1} alafonction

Pn—l

t
z(") Fui e —X,[n)z—/o F”(Xs)d<X,X>s‘ 233} <3¢,

[0.1]> 6 — F(X} + e(x,llﬂ+l — X)), X+ 0(xh —Xh)),
donne

4
1 k k
F(Xp oo X )= F(Xpoo X0) = ) o (X, X0 (X — Xp)

n oy
i+1 i+1

avec, pour tous k,/ € {1,...,p},ennotant X, = (X/',..., X/),

2 2

inf Xn+0(Xn —Xn))< k’.l< S
0€[0,1] 9Xkaxl< i ( I )< Tui = eel[lOI.,)l] dx;dx;

(Xp +0(Xyp,, — X))

La Proposition 5.5 donne a nouveau le résultat recherché pour les termes faisant
intervenir les dérivées premieres. De plus une 1égere modification des arguments

ci-dessus montre que, pour tous k,/ € {1,...,p},
Pl vk Ky (yl I "OF k oyl
. . B B Y A »
tim 80k, X0k, xh) = [T 00 XDUKEX,
ce qui termine la preuve du théoreme. a

Un cas particulier important de la formule d’1t6 est la formule d’intégration par
parties, obtenue en prenant p =2 et F(x,y) = xy : si X et ¥ sont deux semimartin-
gales continues, on a
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XY, :XOYo—f—/OtXSdYs+/OtYSdXS+<X,Y>t.
En particulier, si Y = X,
X=X} +2/Otxsdxs +(X,X),.

Lorsque X = M est une martingale locale, on sait que M> — <M M > est une martin-
gale locale. La formule précédente montre que cette martingale locale est

r
M§+2/ M, dM;,
0

ce qu’on aurait pu voir directement sur la démonstration faite dans le Chapitre 4
(notre construction de <M M > faisait intervenir des approximations de 1’intégrale
stochastique fé MdM).

Soit B un (%, )-mouvement brownien réel (rappelons que cela signifie que B est
un mouvement brownien adapté a (.%;) et que, pour tous 0 < s < #, la variable B, — By
est indépendante de la tribu .%;). Un (.%;)-mouvement brownien est une martingale,
et on a déja remarqué que sa variation quadratique est <B, B> =1

Pour un (% )-mouvement brownien B, la formule d’Itd s’ écrit

F(B;) = Bo+/F dB+/F” )ds.

En prenant X! =, X? = B;, on a aussi pour toute fonction F de classe C* sur
R+ X R,

1 9%F
F(t,B,) = F(0,Bo) +/ S (s.B,) B, + / +557)(5,B,)ds.

On peut aussi définir la notion de (.%;)-mouvement brownien en dimension d :
un processus B, = (B!, ...,B%) est un (.%;)-mouvement brownien en dimension d
si B est un mouvement brownien en dimension d (voir la fin du chapitre 2), qui est
adapté a (.%;) et tel que, pour tous 0 < s < 1, la variable B, — B, est indépendante
de la tribu .%;. Cela entraine en particulier que les composantes B!, ..., B¢ sont des
(#,)-mouvements browniens réels (pas forcément indépendants car il peut exister
une dépendance a cause de la valeur initiale). II est facile d’adapter la preuve du
Théoréme 2.3 pour montrer que si T est un temps d’arrét de la filtration (% ),>0 qui
est fini p.s., alors le processus (B,(T) = By — Br,t > 0) est aussi un mouvement
brownien en dimension d et est indépendant de .77.

SiB, = (B},...,BY) estun (.%,)-mouvement brownien en dimension d, il découle
d’une remarque suivant le Définition 4.4 que <Bi,Bf > = 0 lorsque i # j (remarquer
qu’on se raméne au cas ot B!,...,B? sont indépendants en retranchant la valeur
initiale, ce qui ne change pas la valeur de (B',B/)). La formule d’Itd montre alors
que, pour toute fonction F de classe C> sur RY,
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1 d
F(B,,...,B,)

P taF X 1 t
:F(Bg,,...,Bg)+Z/O a—x_(BS',...,Bf)dB’s—kE/o AF(B!,...,BY)ds,
i=1 i

et on a une formule analogue pour F(¢,B},...,BY).

Remarque importante. Il arrive fréquemment que 1’on ait besoin d’appliquer la
formule d’It6 du Théoréme 5.3 4 une fonction F qui est définie et de classe C? seule-
ment sur un ouvert U de R”. Dans ce cas on peut raisonner de la maniere suivante.
Supposons donné un autre ouvert V, tel que V C U (typiquement V sera I’ensemble
des points a distance strictement supérieure a € de U€) et (Xol,...,XO’7 ) €V ps.
Notons Ty :=inf{t > 0: (X!,...,X) ¢ V}. Des arguments simples d’analyse per-
mettent de trouver une fonction G de classe C? sur R” tout entier et qui coincide
avec F sur V. On peut maintenant appliquer la formule d’Itd pour exprimer la
décomposition de la semimartingale G(X! ATy - 7szATv) F(x! ATy Xy /\Tv) qui
ne fait intervenir que les dérivées de F sur V. Si l’on sait de plus que p.s. le processus
(X/',...,X/) ne quitte pas U, on peut faire croitre I’ouvert V vers U, et obtenir que
la formule d’1td pour F(X',...,X) s’écrit exactement comme dans le Théoreme
5.3. Ces considérations s’appliquent par exemple a la fonction F(x) = logx et & une
semimartingale X a valeurs strictement positives : voir la preuve de la Proposition
5.8 ci-dessous.

Nous utilisons maintenant la formule d’Itd pour dégager une classe importante de
martingales, qui généralise les martingales exponentielles rencontrées pour les pro-
cessus a accroissements indépendants. On dit qu’un processus a valeurs dans C est
une martingale locale si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont des martingales
locales.

Proposition 5.6. Soit M une martingale locale et pour tout A € C, soit
)LZ
EAM), = exp (AM, — 2 (M. M), ).
Le processus & (AM) est une martingale locale, qui s’exprime sous la forme
t
E(AM), = Mo 17, / E(AM),dM,
0
Remarque. L’intégrale stochastique dans la derniere formule est (évidemment)

définie en séparant partie réelle et partie imaginaire.

Démonstration. Si F(x,r) est une fonction de classe C? sur R x R, la formule
d’Itd entraine que

F(M;, (M.M),) = F(Mp,0 +/3 M, (M. M),)dM,

2
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Donc, F (M, <M M > t) est une martingale locale des que F vérifie I’équation

a_F+182_F—0
ar  29dx2

. . g . 2
Or cette équation est clairement vérifiée par la fonction F(x,r) = exp(Ax — %r)
(plus précisément par les parties réelle et imaginaire de cette fonction). De plus
pour ce choix de F on a %—5 = AF, ce qui conduit a la formule de 1’énoncé. O

5.3 Quelques applications de la formule d’It6

Nous commengons par un important théoreme de caractérisation du mouvement
brownien.

Théoreme 5.4 (Lévy). Soit X = (X',...,X%) un processus adapté a trajectoires
continues. Il y a équivalence entre

(i) X est un (.#;)-mouvement brownien en dimension d.
(ii) Les processus X',...,X? sont des martingales locales et <X’,Xf>t = §;jt
pour tous i, j € {1,...,d} (ici 8 est le symbole de Kronecker, 8;j = 1(;—j;).

En particulier, une martingale locale M est un (% )-mouvement brownien si et
seulement si <M,M>t =, pour tout t > 0.

Démonstration. L’ implication (i)= (ii) a déja été discutée a la fin du paragraphe
précédent. Montrons la réciproque. On suppose donc que la propriété (ii) est
vérifiée. Soit & € RY. Alors, & -X; = Z;?:, &;X/ est une martingale locale de pro-
cessus croissant

d d
5 3 g, = gf

D’aprés la Proposition 5.6, exp(i& - X, + 1|&[*#) est une martingale locale. Cette
martingale locale étant bornée sur les intervalles [0, 7], T > 0, est une vraie martin-
gale (on définit de maniere évidente la notion de martingale a valeurs complexes).
Donc, pour s < ¢,

. 1 . 1
E[exp(iE - X, + 3 |EPr) | 7] = exp(i& X, + 5]E[%s).
Il en découle que, pour A € %,
. 1
E[laexp(ic - (X: —X;))] = PlA] exp(—5 1€ (=)
En prenant A = Q, on voit que X; — X; est un vecteur gaussien centré de covariance

(t —s)1d. De plus, fixons A € ., avec P[A] > 0, et notons Py la probabilité Py[-] =
P[A]~'P[- N A]. On voit que
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PulexpGE (X~ X,))] = exp(~ 5 € (¢ —5))

ce qui veut dire que la loi de X; — X sous P4 est aussi celle du vecteur gaussien de
covariance (¢ — s)Id. Donc, pour toute fonction mesurable positive f sur R9 ona

Ey [f(Xt _Xs)] = E[f(Xz —Xs)]7

soit encore
E[lAf(Xt _Xs)] = P[A] E[f(Xt _Xs)]'

Comme cela est vrai pour tout A € %, X; — X, est indépendant de ..

Finalement, sitg =0 <t < ... <1, le vecteur (ij, —X,"F1 1 <i<d, 1<j<p)
est un vecteur gaussien car obtenu en regroupant p vecteurs gaussiens indépendants.
De plus, ses composantes sont orthogonales donc indépendantes (Proposition 1.2).
Cela montre que les lois marginales de X — Xp, sont celles du mouvement brow-
nien en dimension d (issu de 0). Comme de plus nous avons vu que X, — X; est
indépendant de %, pour tous 0 < s < ¢, cela suffit pour dire que X est un (.%;)-
mouvement brownien. g

Théoréme 5.5 (Dubins-Schwarz). Soit M une martingale locale issue de O et telle
que <M , M >oo:oo p-s. Il existe alors un mouvement brownien réel B tel que

p.s. Vit >0, My = Bem >, -

Remarques. (i) On peut s’ affranchir de I’hypothese <M M >°<, = oo, mais il faut alors
éventuellement “grossir” 1’espace de probabilité : voir [9, Chapter V].

(ii) Le mouvement brownien 3 n’est pas adapté par rapport a la filtration (%),
mais par rapport a une filtration “changée de temps”, comme le montrera la preuve
ci-dessous.

Démonstration. Pour tout » > 0, on définit
T, =inf{t > 0: <M,M>t >r}.

Remarquons que 7, est un temps d’arrét comme temps d’entrée dans un fermé par
un processus adapté a trajectoires continues (Proposition 3.4). De plus, I’hypothese
assure que T, < oo pour tout » > 0, p.s. Pour la suite, il sera commode de convenir que
7, = 0 pour tout > 0 sur I’ensemble négligeable .4 = {{M,M)., < oo}. Comme la
filtration est complete, 7, reste un temps d’arrét apres cette modification.

La fonction r — 7, est croissante et continue a gauche, et admet donc une limite
a droite en tout » > 0. On voit facilement que cette limite a droite vaut

T =inf{t > 0: (M. M), > r},

avec la méme convention 7,4 = 0 pour tout » > 0 sur le négligeable ./".
On pose fB, = My, pour tout r > 0. D’apres le Théoreme 3.1, le processus f3
est adapté par rapport a la filtration (%,) définie par ¥, = .%;. pour tout r > 0, et
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.. = F. Remarquons que la filtration (¥,) est compléte puisque la filtration (%)
Iest.

Les trajectoires r — f,(®) sont continues a gauche (puisque r — 7,.(®) I’est) et
admettent en tout > 0 une limite a droite donnée par

limfBy, =M . .
Sllrﬁs Tr+

En fait cette limite a droite coincide avec M. = f3,, a cause du lemme suivant.

Lemme 5.1. Les intervalles de constance de M et <M M > sont p.s. les mémes. En
d’autres termes, on a p.s. pour tous 0 < a < b,

M; =M,, Vi € [a,b] <= (M,M), = (M,M)

o
Démonstration. En utilisant la continuité des trajectoires de M et <M M >, on se
ramene a vérifier que pour a et b fixés tels que 0 < a < b, on a

{M, =M,, Vi € [a,b]} = {(M,M), = (M,M)_}, Dps.

L’inclusion C est facilement établie en utilisant les approximations de <M M >
fournies dans le Théoreme 4.2.
Montrons I’autre inclusion. Considérons la martingale locale

t
N = My — Mypg = /O 14, (s) dM,

qui vérifie

(N.N), = (M.41),,,, (M.

INb < tha’

Pour tout € > 0, introduisons le temps d’arrét
Te =inf{t >0:(N,N), > e} =inf{t > a: (M,M), > (M,M) +¢}.

Alors N'¢ est une martingale bornée dans L? (puisque (N'¢,N'¢)., < ¢, et on utilise
le Théoreme 4.3). Fixons ¢ € [a,b]. On a

ENjz,) = E[(N,N)ir,] <.
Donc si on introduit I'événement A = {(M,M), = (M,M) } C {T; > b},
E[LAN?] = E[1aN;7,] < ENjy,] < e.

En faisant tendre € vers 0 on trouve E[14N?] = 0 et donc N, = 0 p.s. sur A, ce qui
acheve la preuve. O

Revenons 2 la preuve du Théoréme 5.5. Puisque (M,M)_=r=(M,M)_ ,le

T Ty’
Lemme 5.1 entraine que My, = My, , pour tout » > 0, p.s. Les trajectoires de B sont
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donc continues (sur I’ensemble de probabilité nulle qui pourrait étre génant il suffit
de poser B, = 0 pour tout r > 0).

Nous vérifions ensuite que f3; et ﬁsz — s sont des martingales relativement a la
filtration (%;). Pour tout n > 1, les martingales locales arrétées M™ et (M™)* —
<M M >T” sont des vraies martingales uniformément intégrables (d’apres le Théo-
réme 4.3, en observant que (M™ M™) = <M,M>Tn = n). Le théoreme d’arrét
(Théoréme 3.6) entraine alors que pour r < s < n,

E[Bs | %] =EM; | F,] = Mg = B,
et

E[B}—5|%]=E[(MI) - (Mo M) | F) = (M3)? — (M M7 = B —r.
Ensuite, le cas d = 1 du Théoreme 5.4 montre que f3 est un (%,)-mouvement brown-
ien. Finalement, par définition de 3, on a p.s. pour tout ¢ > 0,

Bampz, =My, -

Mais, puisque Tepp>, <1t < Tep m>,+ et que la valeur de (M, M) est la méme en
T<MM>, €t en Topy p>,+, le Lemme 5.1 montre que M; = MT<M,M>, pour tout ¢ > 0,
p.s. On conclut que p.s. pour tout 7 > 0 on a M; = By prs, - a

Nous énongons maintenant des inégalités importantes reliant une martingale et
sa variation quadratique. Si M est une martingale locale, on note M, = sup,, |Mj].

Théoreme 5.6 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy). Pour tout réel p > 0, il
existe des constantes cp, C, > 0 telles que, pour toute martingale locale M issue de
0)

cp E[(M,M)"*) < E[(M2)P] < C, E[(M,M)""?].

Remarque. Si T est un temps d’arrét quelconque, en remplacant M par la martingale
locale arrétée M”, on obtient les mémes inégalités avec T a la place de oo.

Démonstration. Observons d’abord que ’on peut se restreindre au cas out M est
bornée, quitte & remplacer M par M, si T, = inf{t > 0 : |[M,| = n}, et a faire ensuite
tendre n vers co. L’inégalité de gauche dans le cas p > 4 a été obtenue dans I’Exercice
4.5. Nous démontrons ci-dessous I’inégalité de droite dans le cas p > 2 (c’est ce cas
particulier que nous utiliserons dans le Chapitre 6), et nous omettons les autres cas
(voir par exemple [9, Chapter IV]).

Soit donc p > 2. On applique la formule d’1td a la fonction |x|?:

t 1 t
Ml = [ pivarsen(va)ant,+ 3 [ p(p — 1) 2l ),
Puisque M est bornée, donc en particulier M € H?, le processus

t
/ p|Mv|p_lsgn(Mv) dM;
0
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est une vraie martingale dans H2. On trouve alors

sl ) = P2 Vp] [ pr-2aqu )|
< M
- 2

< P2V gy o2 )P0,

E[(M;)"=*(M. M) ]

d’apres I’inégalité de Holder. D autre part, d’apres 1’inégalité de Doob dans L7,

£l < (2) Em )

et en combinant cette égalité avec la précédente, on arrive a

sl < ((525)" 2E1)" eigan ).

Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers oo. O

Corollaire 5.1. Soit M une martingale locale telle que My = 0. La condition
E[(M,M)!?] < o
entraine que M est une vraie martingale uniformément intégrable.

Démonstration. D’apres le cas p = 1 du Théoréme 5.6, la condition de 1’énoncé
entraine que E[MJ] < oo. La Proposition 4.3 (ii) montre alors que la martingale
locale M, qui est dominée par la variable M, est une vraie martingale uniformément
intégrable. O

La condition E[(M,M >L/ %] < oo est plus faible que la condition E [(M,M)_] < oo,
qui assure que M € H?. On peut appliquer le corollaire aux martingales locales
obtenues comme intégrales stochastiques. Si M est une martingale locale et H un
processus progressif tel que, pour tout r > 0,

£[( ] macsn)) ] <=

alors jé H,dM, est une vraie martingale, et les formules (5.4) et (5.7) sont vérifiées
(bien entendu avec r < oo).

Représentation des martingales. Nous allons établir que, dans le cas ou la filtration
sur 2 est engendrée par un mouvement brownien, toutes les martingales peuvent étre
représentées comme intégrales stochastiques par rapport a ce mouvement brownien.
Pour simplifier la présentation, nous traitons d’abord le cas du mouvement brown-
ien en dimension 1, mais nous discutons 1’extension des résultats au mouvement
brownien en dimension d a la fin de ce paragraphe.
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Théoreme 5.7. Supposons que la filtration (F;) sur Q est la filtration canonique
d’un mouvement brownien réel B issu de 0, complétée par les négligeables de
o(B;,t > 0). Alors, pour toute variable aléatoire Z € L*(Q, %, P), il existe un
(unique) processus h € L*(B) tel que

Z=E[Z] +/ hy dB.
0

En conséquence, pour toute martingale M bornée dans L* (respectivement pour
toute martingale locale M), il existe un (unique) processus h € L*(B) (resp. h €

L} (B)) et une constante C € R tels que

°t
M[ :C+/ hSdBS'
0

Remarque. La deuxieme partie de 1’énoncé s’applique a une martingale M bornée
dans L2, sans hypothese de continuité sur les trajectoires de M, comme le montrera
la preuve ci-dessous. Cette observation sera importante quand nous établirons des
conséquences du théoréme de représentation.

Lemme 5.2. Sous les hypotheses du théoreme précédent, I'espace vectoriel com-
plexe engendré par les variables aléatoires

exp (i Z lj(Bz,- - Bt,q ))
=1

pour0 =1ty <t <---<tyetA,...,A €R, est dense dans L%(Q,ﬁcmP), I’espace
des variables aléatoires F..-mesurables a valeurs complexes et de carré intégrable.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, si Z € L (2, ., P) vérifie

n
E[Z exp (iZ)Lj(B,jfB,i_l))} —0 (5.17)
Jj=1 '
pour tout choix de 0 =19 <] < --- <ty et Ay,..., A4, €R, alors Z=0.

Fixons 0 =19 < t; < --- < 1, et introduisons la mesure complexe u sur R” définie
par

H(F) = E[ZIF(BllvBtz _Bt17-~~7Btn _Bt,,,l)i|

pour tout borélien F' de R”. La propriété (5.17) montre exactement que la trans-
formée de Fourier de p est nulle. Par un résultat classique d’injectivité de la trans-
formée de Fourier, il en découle que pt = 0. On a ainsi obtenu 1’égalité E[Z14] =0
pour tout A € o(By,,...,By,).

Un argument de classe monotone montre maintenant que ’égalité E[Z14] =0
reste vraie pour tout A € o(By,t > 0) puis par complétion pour tout A € Z... On
conclut alors que Z = 0. a
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Démonstration du Théoreme 5.7. On montre d’abord la premiere assertion. Pour
cela, on note 7 1’espace vectoriel des variables aléatoires Z € L*(Q, %..,P) qui
ont la propriété de 1I’énoncé. Remarquons que 1’unicité de & est facile puisque si A
et ' correspondent A la méme variable Z, on a

E{/Ow(hs—h;)zds} :EK/OthdBS—/Owhgst)z] —0,

d’ott h = i’ dans L?(B). Si Z € # correspond a &, on a
E[Z)] :E[Z]%E[/ (hy)2ds] .
0

Il en découle facilement que si (Z,) est une suite dans .’ qui converge dans
L*(R,.%, P) vers Z, les processus h") associés respectivement aux Z, forment une
suite de Cauchy dans L?(B) donc convergent vers /& € L?(B). D’apres les propriétés
de I'intégrale stochastique, on a aussitdt Z = E[Z]+ [, hydBy. Donc 7 est fermé.

Ensuite, si0 =19 <] <--- <ty etAy,...,A, € R, soit f(s) = Z’}:l ljl},jfhtj] (s),
et soit &' la martingale exponentielle & (i Jof(s)dBy) (cf. Proposition 5.6). La
Proposition 5.6 montre que

n

n oo
exp (i ZIAJ(B,]. —sz,.)+% _ZI;L}(rj —tj,l)) &l =1 +i/0 &7 £(s) dB,
Jj= Jj=

et il en découle que les variables qui s’écrivent comme partie réelle ou partie imag-
inaire de variables de la forme exp (i ):;le Aj(B; =B, )) sont dans 7. D apres
le Lemme 5.2, les combinaisons linéaires de variables de ce type sont denses dans
L*(Q,.Z..,P). On conclut que J# = L?>(Q,.%..,P), ce qui termine la preuve de la
premiere assertion.

Ensuite, si M est une martingale bornée dans L?, alors M.. € L2(.Q75‘ZO7P), et
donc s’écrit sous la forme

M., = E[M.] + /Omhsst,
avec h € L*(B). Grace a (5.7), il en découle aussitot que
M, = E[M.. | %) = E[M..] + /Olhsst
et 'unicité de / s’obtient comme ci-dessus.
Enfin, si M est une martingale locale, on a d’abord M = C € R parce que .% est

grossiere. Si T, = inf{t > 0 : |[M,| > n} on peut appliquer ce qui préceéde a M et
trouver un processus 4"} € L*(B) tel que

t
M :c+/ 1" dB.
0
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Puisque le processus progressif intervenant dans la représentation est unique, on
obtient que A" = 1.7, (s) " sim < n, ds p.p., p.s. Il est alors facile de construire
un processus i € L2 (B) tel que, pour tout m, hE.”” = 1y0,7,)(5) hs, ds p.p., p.s. La
formule de I’énoncé en découle aisément et I’unicité de /4 est aussi facile a partir de
Iunicité de 2" pour tout n. ad
Conséquences. Donnons deux conséquences importantes du théoréme de représen-

tation. Sous les hypotheses du théoreme :

(1) La filtration (.%,),>( est continue a droite. En effet, soit Z une variable .%, -
mesurable bornée. On peut trouver 4 € L?(B) tel que

Z=E[Z]+ / hydB;.
0
Mais si € > 0, Z est %, .-mesurable, et donc, en utilisant (5.7),
+e
Z=E[Z| Fire] = EZ] +/ hydB,
0

et, par unicité de la représentation, on a
hy=0, dsdP p.p.sur]t+¢&, ool
Comme cela est vrai pour tout € > 0, on a
hs =0, dsdP p.p. sur]t,oo],

et finalement .
Z=E[Z] +/ hydBy
0

est .%;-mesurable, d’ou le résultat voulu.
Un argument analogue montre que la filtration (.%);>0 est aussi continue a
gauche au sens ou, pour tout # > 0, la tribu

}’,, - \/ j\'
s€[0,t]

coincide avec .%;.

(2) Toutes les martingales de la filtration (.%, ),>( ont une modification continue.
Pour une martingale bornée dans L2, cela découle directement de la formule de
représentation (voir la remarque apres le théoreme). Il suffit ensuite de traiter le cas
d’une martingale M uniformément intégrable (si M n’est pas u.i., remplacer M par
M;pq pour tout a > 0). Dans ce cas, on a pour tout ¢ > 0,

M, :E[Moo ‘ yt]'

N

D’apres le Théoreme 3.4 (qu’on peut appliquer car la filtration est continue a
droite!), le processus M, a une modification cadlag, que nous considérons a par-
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tir de maintenant. On peut trouver une suite de variables aléatoires bornées M

telles que JYAQH——. M.. dans L' quand n — oo. Introduisons alors les martingales
bornées dans L?
M = EM®Y | 7).

D’aprés le début de I’argument on peut supposer que les trajectoires de M) sont
continues. Par ailleurs 1’inégalité maximale (Proposition 3.8) entraine que, pour tout
A >0,

Plsupmt” | > 4] < 2 E[ME) — p].
o z

Il en découle qu’on peut trouver une suite n;, | oo telle que, pour tout k > 1,
P[sup M | > 2*"] <27k,

t>0

Une application du lemme de Borel-Cantelli montre maintenant que

sup|[M," — ;| 2 0
>0 k—o0

et les trajectoires de M sont (p.s.) continues comme limites uniformes de fonctions
continues.

Extension multidimensionnelle. Décrivons brievement I’extension multidimen-
sionnelle des résultats qui précedent. Nous supposons maintenant que que la fil-
tration (%) sur Q est la filtration canonique d’un mouvement brownien B =
(B',...,B%) en dimension d, issu de 0, augmentée par les négligeables de la tribu
o(B;,t > 0). Alors, pour toute variable aléatoire Z € L*(Q,.%..,P), il existe un
unique d-uplet (2!, ... h?) de processus progressifs, avec

E[/ (hf;)zds}<oo, Vie{l,....d,
0
tels que
d o . .
Z:E[Z]JrZ/ h.dB..
=Jo

De méme, si M est une martingale locale, il existe une constante C et un unique
d-uplet (h',... ,h) de processus progressifs, avec

1 .
/(hls)zd5<°°,p.s. vt >0, Vie{l,...,d},
0

tels que

Mt:C+Z/ h.dB.
i=170
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Les preuves sont exactement les mémes que pour le cas d = 1 (Théoréme 5.7). Les
conséquences (1) et (2) ci-dessus restent valables.

5.4 Le théoréme de Girsanov

Dans cette partie, nous supposons que la filtration (%) est a la fois compléte et
continue a droite. Notre objectif est d’étudier comment se transforment les notions
de semimartingales et de martingales lorsqu’on remplace la probabilité P par une
probabilité Q absolument continue par rapport a P. Lorsqu’il y aura risque de confu-
sion, nous noterons Ep pour I’espérance sous la probabilité P, et Eg pour I’espérance
sous la probabilité Q.

Proposition 5.7. Supposons que Q < P sur F. Pour tout t € 0,0, soit

do
D, =—
" dP |7

la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport a P sur la tribu %,. Le processus D
est une .%,-martingale uniformément intégrable. On peut donc remplacer D par une
modification cadlag (cf. Théoreme 3.4). Aprés ce remplacement, on a aussi pour
tout temps d’arrét T,

_4d0

-~ dP |7

Enfin, si on suppose que Q est équivalente a P sur %, on a

Dt

zirzlth >0, p.s.

Démonstration. Pour A € .%;, on a
Q(A) = Eg[1a] = Ep[14D<]| = Ep[14Ep[D.. | 7]
et par unicité de la dérivée de Radon-Nikodym sur .%;, il en découle que
D =EpD.| 7], ps.

Donc D est une martingale uniformément intégrable (fermée par D..), et quitte a
remplacer D par une modification on peut supposer que ses trajectoires sont cadlag
(Théoreme 3.4, nous utilisons ici le fait que la filtration est compléte et continue a
droite).

Ensuite, si T est un temps d’arrét, on a pour A € 7, d’apres le théoreme d’arrét
(Théoreme 3.6),

Q(A) = Eg[1a] = Ep[14Dw| = Ep[14Dr],

d’ou, puisque Dy est .%p-mesurable,
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_do

Dr=-% .
'™ 4P 7

Montrons la derniere assertion. Pour tout € > 0, considérons le temps d’arrét
T; =inf{r >0:D, < &}

(T est un temps d’arrét comme temps d’entrée dans un ouvert par un processus
cadlag, voir la Proposition 3.4). Alors,

O(Te < =) = Ep[l{f,<c} D1, < €

puisque D7, < € sur {7z <eo} par un argument de continuité a droite. Il en découle
aussitdt que

o Ty <)) =0
n=1

et puisque P est équivalente a Q on a aussi

P( ﬁl{Tl/,, < oo}> —0.

Mais cela veut exactement dire que p.s. il existe n tel que 77/, = oo, d’ou la derniere
assertion de la proposition. O

Proposition 5.8. Soit D une martingale locale strictement positive. 1l existe alors
une unique martingale locale L telle que

Dy = exp(L, — %<L7L>[) =&(L),.

De plus L est donnée par la formule
t
L, =log Dy +/ D;'dD,.
0

Démonstration. L’unicité est une conséquence immédiate du Théoreme 4.1. En-
suite, puisque D est strictement positive, on peut appliquer la formule d’It6 a log D,
(voir la remarque précédant la Proposition 5.6), et il vient

1dp, 1 [+d(D,D) 1
logD; =log D — - 2=, ——{LL
Og t Og 0+/0 Ds 2/(; D? t 2< ) >t7
ol L est donnée par la formule de la proposition. 0O

Nous énongons maintenant le théoréme principal de ce paragraphe, qui relie les
martingales locales sous la probabilité P aux martingales locales sous la probabilité

0.



5.4 Le théoréme de Girsanov 107

Théoreme 5.8 (Girsanov). Soit Q une mesure de probabilité équivalente a P sur
la tribu F. Soit D la martingale associée a Q par la Proposition 5.7. On suppose
que les trajectoires de D sont continues. Soit L la martingale locale associée a D
par la Proposition 5.8. Alors, si M est une (%, P)-martingale locale, le processus

M=M-(M,L)
est une (F;,Q)-martingale locale.

Remarque. D’apres les conséquences du théoreme de représentation des martin-
gales (voir la fin du paragraphe précédent), I’hypothese de continuité des trajectoires
de D sera toujours satisfaite lorsque (%) est la filtration canonique complétée d’un
mouvement brownien.

Démonstration. Montrons d’abord que, si 7' est un temps d’arrét et si X est
un processus adapté 2 trajectoires continues tel que (XD)” est une P-martingale,
alors X7 est une Q-martingale. Puisque, d’aprés la Proposition 5.7, Eg[| Xz || =
Ep[|X7nDrar|] < o0, on a d’abord X € L'(Q). Ensuite, soient A € .Z; et 5 < .
Puisque AN{T > s} € Z;, on a, en utilisant le fait que (XD)T est une P-martingale,

Ep[Lanr>5yXTADTAd] = EP[lan(755) X1 AsDT 1]
D’apres la Proposition 5.7,

do do

DT/\[ = T TAS = Tn
dp \fTAx, dap ‘jT/\s’

et donc, puisque AN{T > s} € Frps C Frpy, il vient
Eo[an(r>5)Xn] = Eo[lan(1>5)XTAs]-
D’autre part, il est immédiat que

Eo[lunir<aXrnd] = Eo[lanir< X1 ns]-

En combinant avec ce qui précede, on obtient Eg[14Xrx] = Eg[1aXrns], d’0U le
résultat annoncé. En conséquence immédiate de ce résultat, on voit que si XD est
une P-martingale locale, alors X est une Q-martingale locale. B

Soit maintenant M une P-martingale locale. On applique ce qui précede a X = M,
en remarquant que, d’apres la formule d’1t6,

. ot t ot
M,D, = MODO—i—/O Msst—i—/o DydM; — /0 Dyd(M,L) +(M,D),
t t
= M0D0+/ Ms‘st+/ Dy dM;
0 0

puisque d<M,L>S = Ds_ld<M,D>s d’apres la Proposition 5.8. On voit ainsi que MD
est une P-martingale locale, et donc M est une Q-martingale locale. O
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Conséquences.

(a) Une P-martingale locale M reste une Q-semimartingale continue, dont la
décomposition est M = M + <M ,L>. On voit ainsi que la classe des P-semimartin-
gales continues est contenue dans la classe des Q-semimartingales continues.

En fait ces deux classes coincident. En effet, sous les hypotheéses du Théoreme
5.8, P et O jouent des roles symétriques. Pour le voir, appliquons le Théoreme 5.8
aM = —L. On voit que —L = —L+ <L L> est une martingale locale, et <L L>
(L,L). Donc,

_ 1 -1
&(~Dy =exp(~Li+(L.L), — 3 (L.L)) = (6(L))  =D;".

Cela montre que sous les hypotheses du Théoreme 5.8, on peut échanger les roles
de P et Q quitte & remplacer D par D~! et L par —L.

(b) Soient X et Y deux semimartingales continues (sous P ou sous Q). La valeur
du crochet <X Y > est la mé&me sous les deux probabilités P et Q. En effet, ce crochet
est toujours donné par 1’approximation de la Proposition 4.6 (cette observation a été
utilisée implicitement dans (a) ci-dessus).

De méme, si H est un processus localement borné, I’intégrale stochastique H - X
est la méme sous P et sous Q (pour le voir, utiliser I’approximation par des processus
élémentaires).

Notons, toujours sous les hypotheses du Théoreme 5.8, M= 545 (M). L applica-
tion %5 envoie I’ensemble des P-martingales locales dans I’ensemble des Q-martin-
gales locales. On vérifie facilement que %,Q o %5 = Id. De plus, la transformation
%g commute avec I’intégrale stochastique : si H est un processus localement borné,
H-95(M)=9)(H-M).

(¢) Si M = B est un (.%;)-mouvement brownien sous P, alors B = B — (B,L) est
une martingale locale sous Q, de variation quadratique (B, B) , = (B,B), =1. Donc,
d’apres le Théoreme 5.4, B est un (%#,)-mouvement brownien sous Q.

(d) On utilise souvent le théoréme de Girsanov “a horizon fini”’. Pour 7 > 0 fixé,
on se donne une filtration (%)c(o 7 indexée par ¢ € [0,7] au lieu de ¢ € [0,0].
On suppose que cette filtration satisfait les conditions habituelles (I’hypothese de
complétion signifiant que chaque tribu .%; contient les P-négligeables de .%7). Si
O est une autre probabilité équivalente a P sur .%7, on définit comme ci-dessus la
martingale (Dy,7 € [0,T]) et, si D a une modification a trajectoires continues, la
martingale (L;,¢ € [0,T]). L’analogue du Théoréme 5.8 reste alors bien sir vrai.

Dans les applications du théoréme de Girsanov, on construit la probabilité Q de
la maniére suivante. On part d’une martingale locale L telle que Ly = 0. Alors &(L),
est une martingale locale a valeurs strictement positives, donc une surmartingale
(Proposition 4.3) ce qui assure I’existence de la limite & (L), avec, d’apres le lemme
de Fatou, E[&'(L).] < 1.Siona

E[&(L).] =1 (5.18)
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alors il est facile de voir que & (L) est en fait une vraie martingale uniformément
intégrable (via le lemme de Fatou, on a toujours & (L); > E[&(L)e | 7], mais (5.18)
entraine E[&(L)w] = E[&(L)o] = E[&(L),] pour tout ¢ > 0). En définissant alors
Q= &(L)w - P, on est dans le cadre du Théoréme 5.8. Il est donc trés important de
pouvoir donner des conditions qui assurent 1’égalité (5.18).

Théoreme 5.9. Soit L une martingale locale telle que Ly = 0. Considérons les pro-
priétés suivantes:

(i) E[exp $(L,L)_] < oo (critére de Novikov);

(ii) L est une martingale uniformément intégrable, et E[exp %Lx,] < oo (critere de
Kazamaki);

(iii) & (L) est une martingale uniformément intégrable.

Alors, (1)=(11)=(iii).

Démonstration. (i)=-(ii) La propriété (i) entraine que E [<L,L>w] < oo donc aussi
que L est une vraie martingale bornée dans L? (Théoreme 4.3). Ensuite,

1 1
exp ELOO =&)L exp(§<L, L>m)1/2
d’ou grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 1 1
Efexp 5 L] < E[@@(L)oo]I/ZE[CXP(§<L7L>OQ)]1/2 < E[CXP(E<L,L>OQ)]1/2 < oo

(i1)=-(iii) Puisque L est une martingale uniformément intégrable, le Théoreme
3.6 montre que, pour tout temps d’arrét T, on a Ly = E[L. | Z7]. L’inégalité de
Jensen entraine alors que

1 1
exp ELT < Elexp §L°° | Z7].

Par hypothése, E[exp %Lw} < oo, ce qui entraine que la famille {E[exp %Lw | Fr]
T temps d’arrét} est uniformément intégrable. L’inégalité précédente montre alors
que la famille {exp %LT : T temps d’arrét} est aussi uniformément intégrable.

(@)
t

al,

Pour 0 < a < 1, posons Z;"’ = exp({7% ). Alors, on vérifie facilement que

2

&L = (E(L))" (),
SiI' € %, etT estun temps d’arrét, ’inégalité de Holder donne
1
E[1r&(aL)r) <E[6 (L)) E[1r 2\ =% < E[1rZ2\")' =% < E[1rexp SLrPC=e,
Dans la deuxiéme inégalité, on a utilisé la propriété E[&(L)r] < 1, qui peut se

déduire via le lemme de Fatou de I'inégalité E[&(L);ar] < 1, vraie d’aprés la
Proposition 3.10 parce que & (L) est une surmartingale positive. Dans la troisieme
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inégalité, on utilise I’inégalité de Jensen en remarquant que 12% > 1. Comme la

famille des {exp %LT : T temps d’arrét} est uniformément intégrable, 1’inégalité
précédente montre que la famille des {&(aL)y : T temps d’arrét} I'est aussi. Cela
entraine facilement que &' (aL) est une (vraie) martingale uniformément intégrable.
Il en découle que

1
1= E[éa(aL)oo] < E[@@(L)OO]MZE[ZL?)] 1—a? < E[éo(L)w}azE[exp ELM]ZI/I(Ifa)7
en utilisant a nouveau I’inégalité de Jensen comme ci-dessus. Lorsque a — 1, cette
derniere inégalité entraine E[& (L)) > 1 d’ot E[&(L)w] = 1. 0O

5.5 Quelques applications du théoreme de Girsanov

Dans cette partie, nous décrivons certaines applications simples du théoréme de
Girsanov, qui illustrent la force des résultats précédents.

Soit b une fonction mesurable sur R} x R. Nous supposerons qu’il existe une
fonction g € L?(R,, Z(RR. ), dt) telle que, pour tout (¢,x) € Ry x R, |b(t,x)| < g(¢).
Cette hypothese contient en particulier le cas ou il existe A > 0 tel que b soit bornée
sur [0,A] X R et nulle sur |A, o[ xR .

Soit B un (.%;)-mouvement brownien. On peut alors définir la martingale locale

t
L= [ bls.B,)dB,
0

et la martingale exponentielle associée

t t
D, = &(L), = exp ( /O b(s, By)dB, f% /O b(s,BS)st).

Notre hypothese sur b assure que la condition (i) du Théoréme 5.9 est satisfaite,
et donc D est une (vraie) martingale uniformément intégrable. Soit O = D., - P. Le
théoréeme de Girsanov, et la remarque (c) suivant I’énoncé de ce théoreme montrent
que le processus

g
ﬁt = Bt _/ b(S,Bs)dS
0

est un (% )-mouvement brownien sous Q.

On peut réexprimer cette propriété en disant que sous la probabilité Q il existe un
(Z;)-mouvement brownien f tel que le processus X = B soit solution de 1’équation
différentielle stochastique

dXt == dﬁt +b(t7Xf)dt

Cette équation est du type de celles qui seront considérées plus tard dans le chapitre
7, mais a la différence des résultats de ce chapitre nous ne faisons ici aucune hy-
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pothese de régularité sur la fonction b : il est remarquable que le théoreme de Gir-
sanov permette de construire des solutions d’équations différentielles stochastiques
sans régularité sur les coefficients.

La formule de Cameron-Martin. Nous particularisons maintenant la discussion
précédente au cas ou la fonction b(7,x) ne dépend pas de x : nous supposons que
b(t,x) = g(t), ou g € L*(Ry,%(R,),dt), et nous notons aussi, pour tout ¢ > 0,

h(t) = /Otg(s) ds.

L’espace 7 des fonctions i qui peuvent étre écrites sous cette forme est appelé
I’espace de Cameron-Martin. Si i € .7, on note parfois /1 = g la fonction associée
dans L?(R, , %(R),dt) (c’est la dérivée de h au sens des distributions).

Comme cas particulier de la discussion précédente, sous la mesure de probabilité

Q::Dm~P:exp(/Owg(s)st—%/owg(s)zds> -P,

le processus f; := B, — h(t) est un mouvement brownien. Donc, pour toute fonction
@ mesurable positive sur C(Ry,R),

Ep[Dooq)((Bf)tZO)] _ EQ[(p((Bl)tZO)] = EQ[¢((Bf +h(t))f20)]
= Ep[®((B;+h(1))r=0)]-

L’égalité entre les deux termes extrémes constitue la formule de Cameron-Martin,
que nous réécrivons en nous plagant sur 1’espace canonique (voir la fin du para-
graphe 2.2).

Proposition 5.9 (Formule de Cameron-Martin). Soit W (dw) la mesure de Wiener
sur C(R4,R), et soit h une fonction de I’espace de Cameron-Martin 7. Alors, pour
toute fonction P mesurable positive sur C(Ry,R),

/W(dw) B(wth) = /W(dw) exp (/Owh(s) dw(s) —%/Owh(s)zds>¢(w).

Remarque. L'intégrale [;/(s)dw(s) est une intégrale stochastique par rapport a
w(s) (qui est un mouvement brownien sous W (dw)), mais ¢’est aussi une intégrale
de Wiener puisque la fonction /(s) est déterministe. La formule de Cameron-Martin
peut étre établie par des calculs gaussiens, sans faire intervenir 1’intégrale stochas-
tique ni le théoreme de Girsanov. Cependant, il est instructif de voir cette formule
comme un cas particulier d’application du théoréme de Girsanov.

La formule de Cameron-Martin exprime une propriété de quasi-invariance de la
mesure de Wiener pour les translations par les éléments de 1’espace de Cameron-
Martin : la mesure-image de la mesure de Wiener par 1’application w — w+1h a
une densité qui est la valeur terminale de la martingale exponentielle associée a

Joh(s)dw(s).
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Une application : loi de temps d’atteinte pour un mouvement brownien avec
dérive. Soit B un mouvement brownien réel issu de 0, et pour tout a > 0, soit T, :=
inf{z > 0: B; = a}. Soit aussi ¢ € R. Nous voulons calculer la loi du temps d’arrét

Sy :=inf{t >0: B, +ct = a}.

Bien entendu si ¢ =0, on a S, = Ty, et la loi recherchée est donnée par le Corollaire
2.4. Le théoreme de Girsanov (ou plutdt la formule de Cameron-Martin) va nous
permettre de passer au cas ou ¢ est quelconque.

On fixe ¢ > 0 et on applique la formule de Cameron-Martin avec

h(s) = cl<y » h(s)=c(sAt),
et, pour w € C(R4,R),
D(w) = l{maX[Ov,] w(s)>a}-

I1 vient alors
P(S,<t) = E[®(B+h)]
= [GD(B) exp (/Owh(s) dB; — %./Owh(s)zds)}

2

c
= E[17,</y exp(cB; — 5’))}
2

= ElLy7,<) exp(cBing, — 5 (A T,))]

2
= E[I{T,,gt} exp(ca— ?Ta)]

2
a o
T eca

%

s

[ s
= ds ———e
0 27s3

t a 1 2
[ e e,
/0 V2ms3

ou dans la quatrieme égalité nous avons utilisé le théoreme d’arrét (Corollaire 3.1)
pour écrire

2 2
¢ ¢
Elexp(cB; — 50 | Fint,] = exp(cBint, — E(I ATa)),
puis dans 1’avant-derniere égalité le Corollaire 2.4. Ce calcul montre que la densité
de S, est

a 67% (ozfcs)2 ]
V2ms3

En intégrant cette densité, on vérifie que

1 sic>0,
P(Sa<°°):{62ca SiCEO
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ce qu'on peut aussi obtenir en appliquant le théoréme d’arrét a la martingale
exp(—2c(B; +ct)).

Exercices

Dans les exercices qui suivent, on se place sur un espace de probabilité (Q,.%,P)
muni d’une filtration complete (.7);¢(0,00)-

Exercice 5.1. Soit B un (%, )-mouvement brownien réel issu de 0, et soit H un pro-
cessus adapté a trajectoires continues. Montrer que BL, o HydBy posséde une limite
en probabilité (que 1’on déterminera) quand 7 | 0.

Exercice 5.2. (Probleme de Dirichlet) Soit D un ouvert borné de R et soit f une
fonction continue sur dD. On suppose qu’il existe une fonction g : D — R continue
sur D et de classe C? sur D, telle que g = f sur dD et Ag = 0 dans D.

Soit x € D et soit (B;);>0 un mouvement brownien en dimension d issu de x. On
pose T =inf{r > 0: B, ¢ D}. Montrer que

8(x) = E[f(Br)].

(On pourra introduire les temps d’arrét 7, = inf{s > 0 : dist(B;,dD) < €}, pour tout
€ > 0, et montrer d’abord que g(x) = E[g(Br,)].) En déduire que la fonction g, si
elle existe, est unique.

Exercice 5.3. 1. Soit B un (.%;)-mouvement brownien réel issu de 0. Soit f une
fonction de classe C? sur R, et soit g une fonction continue sur R. Montrer que le
processus

X = f(Br) exp (—/Otg(Bs)ds)

est une semimartingale, dont on explicitera la décomposition comme somme d’une
martingale locale et d’un processus a variation finie.

2. En déduire que X est une martingale locale si et seulement si la fonction f satisfait
I’équation différentielle

f'=28f

3. A partir de maintenant on suppose de plus que g est positive et a support compact
contenu dans ’intervalle ouvert |0, o[. Justifier le fait qu’il existe une unique solu-
tion de 1’équation différentielle de la question 2. qui vérifie f(0) =1 et f/(0) = 0.
A partir de maintenant, on suppose que f est cette solution. Remarquer que f est
constante sur | — oo, 0] et croissante.

4. Soit a > 0. On note 7, = inf{r > 0 : B; = a}. Montrer que

Ta

g(By) ds)} =—

E[exp<f A f(la)'
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Exercice 5.4. (Calcul stochastique avec le supremum) Question préliminaire. Soit
m : Ry — R une fonction continue telle que m(0) =0, et soit s : Ry — R la
fonction croissante continue définie par

s(t) = sup m(r).

0<r<t

Montrer que, pour toute fonction borélienne bornée £ sur R et tout # > 0,

/0 ' (s(r) — m()) h(r) ds(r) = 0.

(On pourra observer que [ 1;(r)ds(r) = 0 pour tout intervalle ouvert I qui ne ren-
contre pas {r > 0:s(r) =m(r)}.)
1. Soit M une martingale locale telle que My = 0, et soit, pour tout r > 0,

S; = sup M,.

0<r<r

Soit ¢ : R, — R une fonction de classe C. Justifier 1’égalité

?(S) = ¢(0) +/0t @' (Sy) ds;.

2. Montrer que
1
(Si—M,) o(S;) = D(S)) _/0 @(Ss) dM;

ot @(x) = [ @(y)dy pour tout x € R.
3. En déduire que, pour tout A > 0,

e S L (S, — My )e S

est une martingale locale.
4. Soita >0 et T =inf{r > 0:S, — M, = a}. On suppose que (M,M)_ = oo p.s.
Montrer que T < o p.s. et que St suit la loi exponentielle de paramétre 1/a.

Exercice 5.5. Soit (X;),;>0 une semimartingale continue. On suppose qu’il existe un
(Z;)-mouvement brownien réel (B;),>0 issu de 0 et une fonction continue b : R —
R, tels que

t
Xt = Bt+/ b(Xq)dS
0

1. Soit F : R — R une fonction de classe C> sur R. Montrer pour que F(X;) soit
une martingale locale, il suffit que F’ satisfasse une équation différentielle du second
ordre que I’on déterminera.

2. Donner la solution de cette équation différentielle qui vérifie F(0) =0, F'(0)

=1.
Dans la suite F désigne cette solution particuliere, qui s’écrit sous la forme F(x) =
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Jo exp(—2B(y)) dy, avec une fonction f§ que I’on déterminera en termes de b. On
remarquera que F est strictement croissante sur R.

3. Dans cette question seulement on suppose que la fonction b est intégrable
(Jr [b(x)|dx < eo).
(a) Montrer que la martingale locale M, = F(X;) est une vraie martingale.
(b) Montrer que (M, M ). = oo p.s.
(c) En déduire que
limsupX; = +oo | litrgglet = —oo, p.S.

—o0

4. On revient au cas général. Soient c < Oetd > 0, et
T.=inf{tr >0: X, <c}, Ty=inf{r >0:X, >d}.

Montrer que, sur I’ensemble {7, A T; = oo}, les variables aléatoires |B,| — By|,
pour n € N, sont majorées par une constante (déterministe) indépendante de n. En
déduire que P[T, ATy = o] = 0.

5. Calculer P[T, < T;] en fonction des quantités F(c) et F(d).

6. On suppose que b est nulle sur | — oo, 0] et qu’il existe une constante o > 1/2 telle
que b(x) > a/x pour tout x > 1. Montrer que, pour tout € > 0, on peut choisir ¢ < 0
tel que

P[T, < T, pourtoutn >1]>1—¢.

En déduire que X; — +o0 quand ¢ — oo, p.s. (on pourra observer que la martingale
locale M; 7, est bornée).

7. Inversement, on suppose que b(x) = 1/(2x) pour tout x > 1. Montrer que
liminfX; = —co , p.s.

t—o0

Exercice 5.6. (Aire de Lévy) Soit (X;,Y;),>0 un (.%;)-mouvement brownien en di-
mension deux, issu de 0 (en particulier (X;),>0 et (¥;);>0 sont des (% )-mouvements
browniens réels indépendants issus de 0). On pose pour tout# > 0 :

it it
o, = / XSdYS—/ Y, dX; (aire de Lévy).
Jo Jo

1. Calculer (7, .o7), et en déduire que (%7 ),>0 est une (vraie) martingale de carré
intégrable (c’est-a-dire E[.7?] < oo pour tout ¢ > 0).

2. Soit A > 0. Justifier I’égalité
E[e*] = E[cos(A.<7,)].

3. Soit f une fonction de classe C* sur R,. A I’aide de la formule d’It6, expliciter
les décompositions des semimartingales
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Z; = cos(A)
W= -L00¢ 72450

comme sommes d’une martingale locale et d’un processus a variation finie (on
pourra commencer par écrire la décomposition de X? + ¥,2). Vérifier que (Z,W), =
0.

4. Montrer, en appliquant une nouvelle fois la formule d’Itd, que pour que le pro-
cessus Z; "' soit une martingale locale il suffit que la fonction f soit solution de
I’équation différentielle

f10) =1 -2
5. Soit r > 0. Vérifier que la fonction
f(t) = —log ch(A(r—1)),
est solution de I’équation différentielle de la question 4. et en déduire la formule

1
ch(Ar)’

E[eil&ir] _

Exercice 5.7. Soient B un (.%;)-mouvement brownien réel issu de 0, et X une semi-
martingale continue. On suppose que X prend ses valeurs dans R, et vérifie pour
tout ¢ > 0 I’égalité

t
X; :x+2/ vX;dB;+at
0

ou x et o sont deux réels positifs ou nuls.

1. Soit f: Ry — R, une fonction continue. On se donne aussi une fonction
¢ de classe C? sur R, a valeurs strictement positives, qui satisfait I’équation
différentielle

0" =2f¢

sur R, et vérifie de plus ¢(0) = 1 et @’(1) = 0. Un argument de convexité montre
alors que la fonction ¢ est décroissante sur 'intervalle [0, 1].
On note

/
t
u(r) = 2 (1)
20(1)
pour tout ¢ > 0. Vérifier qu’on a alors, pour tout t > 0,

W (6) +2u(t)? = f(1)

puis montrer que, pour tout 7 > 0,

()X, — /0 " (5) X, ds = u(0)x + /0 "u(s)dx, —2 /0 u(s)2X, ds.

On notera
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1
Y, = u(t)X, — / £(5) X, ds.
0
2. Montrer que, pour tout ¢ > 0,
o(1)" %2l = £(N),

olt &(N), = exp(N, — $(N,N),) désigne la martingale exponentielle associée a la
martingale locale

N, = u(O)x—|—2/0tu(s) VX, dB;.

3. Déduire de la question précédente que

E[exp(~ [ 19%.a5)] = ()2 exp(9/10))

4. Soit A > 0. En appliquant ce qui précede avec f = A, montrer que
1
E[exp (4/ X,ds) | = (eh(V22)) %2 exp(— 3 V2Ath(v2A)).
0

5. Montrer que si 8 = (f3;);>0 est un mouvement brownien réel issu de y, on a pour
tout A > 0,

E[exp(—z./o'l ﬁfds)} = (ch(V24))~ /2 exp(—% V24 th(V21)).

Exercice 5.8. (Formule de Tanaka et temps local) Soit B un (.%;)-mouvement
brownien réel issu de 0. Pour tout € > 0, on définit une fonction g : R — R en

posant ge(x) = /€ +x2.
1. Montrer que
8e(Br) = g¢(0) + Mf +Af
ol M? est une (vraie) martingale de carré intégrable, que I’on identifiera sous forme
d’intégrale stochastique, et A® est un processus croissant.
2. On pose sgn(x) = 1,0y — L{x<o} pour tout x € R. Montrer que, pour tout > 0,
5 t

ME 5 | sgn(By)dB;.
e—0 Jo

En déduire qu’il existe un processus croissant A tel que, pour tout r > 0,

t
IB,| = / sen(B,)dB, +A, .
0

3. En observant que A — A; quand € — 0, montrer que pour tout § > 0, pour
tout choix de 0 < u < v, la condition (|B;| > & pour tout 7 € [u,v]) entraine p.s. que
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A, = A,. En déduire que p.s. la fonction ¢ — A, est constante sur toute composante
connexe de I’ouvert {t > 0: B; # 0}.

4. On pose f; = [;sgn(B,)dB, pour tout # > 0. Montrer que (f;);>0 est un (%;)-

mouvement brownien réel issu de 0.

5. Montrer que A; = sup(—f), p.s. (Pour I’inégalité A, < sup(—f3;), on pourra con-
s<t s<t

sidérer le dernier instant avant # ou B s’annule et utiliser la question 3..) En déduire

la loi de A;.

6. Pour tout € > 0, on définit deux suites de temps d’arrét (S%),>1 et (T,¥),>1, en
posant
$¢=0, Tf=inf{r>0:[B|=¢}

puis par récurrence,
Sﬁ+1 = lnf{t Z 7’;18 :Bt = O} N Tn£+1 = lnf{t Z Sfl+1 . |Bt| = 8}

Pour tout 7 > 0, on pose Nf =sup{n > 1:Tf <t}, ot sup@ = 0. Montrer que

e L
SN, —0) AZ"

£—

(On pourra observer que
g, oo
Ay +/0 ( Z Lise ze) (s)) sgn(Bs)dBs = eNf +r17
n=1

ot le “reste” rf vérifie [rf| < &.)

6. Montrer que N!//t converge en loi quand ¢ — oo vers |G|, ot G est de loi
A(0,1).

Exercice 5.9. (Etude du mouvement brownien multidimensionnel)

Soit B, = (B},B?,...,BY) un (.%)-mouvement brownien en dimension N, issu du
point x = (x1,...,xy) de RV. On suppose N > 2.

1. Vérifier que |B;|?> est une semimartingale continue, qui s’écrit sous la forme
|B,|2 = M; + Nt, ou M; est une martingale locale. Vérifier que M; est une vraie
martingale.

2. On pose
N ot Bi .
[.; — / S dBl
' ,:21 0 ‘BS| '
avec la convention que % = 0 si |Bs| = 0. Justifier la définition des intégrales

stochastiques apparaissant dans la formule pour f3;, puis montrer que (f3;),>0 est
un (.%;)-mouvement brownien réel issu de 0.

3. Montrer que
1
B2 = i +2 [ B[ df+Nr.
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4. A partir de maintenant on suppose que x # 0. Soit € €]0, |x|[ et Tz = inf{r > 0:
|B;| < €}. On pose f(a) =logasi N =2, f(a) = a* N si N > 3, pour tout a > 0.
Vérifier que f(|B;a7.|) est une martingale locale.

5. Soit R > |x| et Sg = inf{r > 0:|B;| > R}. Montrer que

S(R) = f(Ix])
f(R)—f(e)

En observant que P(T; < Sg) — 0 quand € — 0, montrer que p.s. V¢ > 0, B; # 0.

P(T. < Sg) =

6. Montrer que p.s. pour tout ¢ > 0,

N—-1 [t ds

B = ALY
| t| |x|+ﬁt+ 2 o |Bs|

7. On suppose N > 3. En observant que |B,[>~V

montrer que |B;| — oo quand 1 — oo, p.s.

est une surmartingale positive,

8. On suppose N = 3. Vérifier a I'aide de la forme de la densité gaussienne que
la famille de variables aléatoires (|B,|~!);>0 est bornée dans L?. Montrer que
(|B:|~")i>0 est une martingale locale mais n’est pas une (vraie) martingale.

9. Dans le cas N = 2, montrer que P(T; < o) = 1, puis que I’ensemble {B, : # > 0}
est p.s. dense dans le plan (récurrence du mouvement brownien plan).

10. A I’aide de la question 4. de I’Exercice 5.7, calculer, pour tout A > 0
1
E {exp—l/ |Bs|2ds]
0

Exercice 5.10. (Application de la formule de Cameron-Martin) Soit B un (.%)-
mouvement brownien réel issu de 0. On pose B; = sup{|Bs| : s <t} pour tout > 0.
1. On note U; = inf{t > 0: |B;| = 1} puis V| = inf{sr > U, : B, = 0}. Justifier rapi-
dement I’égalité P[By, < 2| =1/2, eten déduire qu’on peut trouver deux constantes
o > 0ety> 0 telles que

PVi > a,By, <2]=7>0.

2. Montrer que, pour tout entier n > 1, P[B;,, < 2] > ¥". On pourra construire une
suite convenable de temps d’arrét Vi, V5, ... tels que, pour chaque n > 2,

PV, > na By, <2]>YP[V,1 > (n—1la,By | <2].

Conclure que, pour tous € > 0etz >0, P[Bf <¢] > 0.
3. Soit 4 une fonction de classe C? sur R, telle que /2(0) = 0, et soit K > 0. Montrer

par une application convenable de la formule d’Itd qu’on peut trouver une constante
A telle que, pour tout € > 0,

’ /0 " 1 (s) dB,

<Ae p.s.surl’ensemble {By < €}.
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4. On pose X; = B; — h(t) et X =sup {|X;| : s <t}. Déduire de la question 3. que

PIXj < €]
lim [K —ep / W (s ds
eioP[B* <¢]



Chapitre 6
Théorie générale des processus de Markov

Résumé Ce chapitre est largement indépendant de ce qui préceéde, méme si le mou-
vement brownien y apparait comme exemple privilégié, et si la théorie des martin-
gales et des surmartingales développée dans le Chapitre 3 joue un réle important.
Notre but est de donner une introduction concise aux grandes idées de la théorie des
processus de Markov a temps continu. Nous nous concentrons assez vite sur le cas
des processus de Feller, et introduisons dans ce cadre la notion de générateur, qui
permet d’attacher a un processus de Markov une famille importante de martingales.
Nous établissons les théoremes de régularité pour les processus de Feller comme
conséquence des résultats analogues pour les surmartingales. Nous discutons en-
suite la propriété de Markov forte, et nous terminons en présentant brievement deux
classes de processus de Feller, les processus de Lévy et les processus de branche-
ment continu.

6.1 Définitions générales et probleme d’existence

Soit (E, &) un espace mesurable. Un noyau markovien de transition de E dans E est
une application Q : E x & — [0, 1] qui posséde les deux propriétés :

(i) Pour tout x € E, ’application A — Q(x,A) est une mesure de probabilité sur

E.

(ii) Pour tout A € &, I’application x — Q(x,A) est mesurable.
Dans la suite nous dirons simplement noyau au lieu de noyau markovien.
Remarque. Si f : E — R est mesurable bornée (resp. positive), I’application Q f
définie par

0f(v) = [ Qlxdy) 1)

est aussi mesurable bornée (resp. positive) sur E.

Définition 6.1. Une famille (Q,);>0 de noyaux de transition sur E est un semigroupe
de transition si elle satisfait les trois propriétés suivantes.

J.-F. Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique,
Mathématiques et Applications 71, DOI: 10.1007/978-3-642-31898-6_6, 121
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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(i) Pour tout x € E, Qp(x,dy) = 6c(dy).
(ii) Pour tous s, > 0etA € &,

Orsa(r,A) = /E 0, (x.dy) 0,(y.A)

(relation de Chapman-Kolmogorov).
(iii) Pour tout A € E, I’application (¢,x) — Q,(x,A) est mesurable pour la tribu
BRL)RE.

Remarque. Dans le cas ol E est dénombrable ou fini (et muni de la tribu de toutes
les parties de E), Q; est caractérisé par la donnée de la “matrice” (Q;(x, {y}))xeE-

Soit B(E) I’espace vectoriel des fonctions mesurables bornées sur E, qui est muni
de la norme || f|| = sup{|f(x)|: x € E}. Alors I'application B(E) > f — O, f est une
contraction de B(E). Avec ce point de vue, la relation de Chapman-Kolmogorov
équivaut a I’identité d’opérateurs

Qt+s - Qt Qs

ce qui permet de voir (Q),;>0 comme un semigroupe de contractions de B(E).
On se donne maintenant un espace de probabilité filtré (2,7, (F1),c(0.00), P)-

Définition 6.2. Soit (Q,);>0 un semigroupe de transition sur E. Un processus de
Markov (relativement a la filtration (.%;)) de semigroupe (Q;),;>0 est un processus
(F;)-adapté (X;);>0 a valeurs dans E tel que, pour tous s,t > O et f € B(E),

E[f(Xoy1) | F] = O f(Xs).

Remarque. Si la filtration n’est pas spécifiée, on prend .% = % = 6(X,,0 < r <1t).

On peut interpréter la définition comme suit. En prenant f =14, on a
P[XS+[ €A | ys] = Qt(XS7A)

et en particulier
PXs1s €A X0 <71 <s]=0(Xs,A).

499

Donc la loi conditionnelle de X;, connaissant le “passé” (X,,0 < r <) a I'instant
s est donnée par O, (X, ), et cette loi conditionnelle ne dépend que du “présent” X;.

Conséquences de la définition. Soit y 1a loi de Xp. Alors, si 0 <t <t) <--- <1,
etAO,Al,...,AP €&,

P(Xo EA(),X,I EAl,th EAz,...,ti EAP)

= /A (@) /A Q0 (x0,x) /A 0 (v1,02) /A Oy 1.,

Plus généralement, si fy, f1,...,fp, € B(E),
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EU (X001 (X0~ £5(%,)) = [dxo) foro) [ @1 (o ) f (1)
X /Qtz—tl (x1,dx2) fa(x2) - - './Qt,)—tpfl (xp—1,dxp) £ (xp).

Cette derniere formule se démontre par récurrence sur p a partir de la définition. Re-
marquons qu’inversement si cette formule est vraie pour tout choix de 0 < 1] <1 <
- <ty et fo, fi,..., fp € B(E), (X;)i>0 est un processus de Markov de semigroupe
(Qr)>0, relativement a la filtration canonique %0 = 0(X,,0 <r <t) (utiliser un
argument de classe monotone pour voir que la propriété de la définition est vérifiée
avec .%; = .7, voir I’ Appendice Al).

On déduit des formules précédentes que les lois marginales de dimension finie du
processus X sont completement déterminées par la donnée du semigroupe (O;);>0
et de la loi de Xy (loi initiale). On parlera dans la suite du processus de Markov de
semigroupe (Qy)r>0.

Exemple. Si E = R, on peut prendre pour ¢ > 0,

Oy (x,dy) = p:(y —x)dy

avece

=) = o ey

Le processus de Markov associé est le mouvement brownien réel (en fait le pré-
mouvement brownien) : comparer avec le Corollaire 2.1.

Nous abordons maintenant la question de I’existence d’un processus de Markov
associé a un semigroupe de transition donné. Pour cela, nous aurons besoin d’un
théoréme général de construction de processus aléatoires, le théoreme de Kol-
mogorov, que nous admettrons sans démonstration (une preuve, dans un cadre plus
général, peut étre trouvée dans [7, Chapitre I11I]).

Soit Q* = ER+ I’espace de toutes les applications ® : R, — E. On munit Q*
de la tribu .#* qui est la plus petite tribu rendant mesurables les applications coor-
données @ — o(r) pour t € R,. Soit F(R) I’ensemble des parties finies de R,
et pour tout U € F(R,), soit iy : Q* — EY D’application qui 4 une application
o : Ry — E associe sa restriction a U. Si U,V € F(Ry) et U C V, on note de
méme n‘U/ : EY — EY TI’application de restriction.

On rappelle qu’un espace topologique est dit polonais si sa topologie est séparable
(il existe une suite dense) et peut étre définie par une distance pour laquelle I’espace
est complet.

Théoreme 6.1. On suppose que E est un espace polonais muni de sa tribu borélienne
&. On se donne pour tout U € F(R.) une mesure de probabilité uy sur EY, et on

suppose que la famille (Uy,U € F(R..)) est compatible au sens suivant : siU C 'V,

Uy est I'image de Wy par ﬂ:l‘j. 11 existe alors une (unique) mesure de probabilité |l

sur (Q*,.7*) telle que my (1) = py pour tout U € F(R,).
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Remarque. L'unicité de p est une conséquence immédiate du lemme de classe
monotone (cf. Appendice Al).

Ce théoreme permet de construire des processus aléatoires ayant des lois margina-
les de dimension finie prescrites. En effet, notons (X;);>0 le processus canonique sur
Q* . n

X (o) =0(1), t>0.

Si p est une mesure de probabilité sur Q* et U = {r1,...,1,} € F(Ry), la loi du
vecteur (Xp,,...,X:,) sous u est my(u). Le théoreme de Kolmogorov se traduit
donc en disant qu’étant donné une famille de lois marginales (uy,U € F(Ry))
satisfaisant la condition de compatibilité (qui est manifestement nécessaire pour la
conclusion recherchée), on peut construire une probabilité p sur I’espace Q* sous
laquelle les lois marginales de dimension finie du processus canonique X sont les
uy,UeF (R+)

Corollaire 6.1. On suppose que E satisfait I’hypothése du théoréme précédent et
que (Qy);>0 est un semigroupe de transition sur E. Soit Y une mesure de probabilité
sur E. Il existe alors une (unique) mesure de probabilité P sur Q* sous laquelle le
processus canonique (X;);>o est un processus de Markov de semigroupe (Q;);>0 et
la loi de X est 7.

Démonstration. Soit U = {r1,...,1,} € F(R;), avec 0 <11 < --- < ,. On définit
alors une mesure de probabilité PV sur EV en posant

/PU(dx1 o) La(xr, )

Z/Y(dxo)/er (x()vdxl)/Qtz*t] (xl,dxg)--~/Q[P7;p71(xpfl,dxp)lA(xl,...,xp)

pour toute partie mesurable A de EV (de maniére évidente on a identifié EV a4 E” en
identifiant @ € EY au vecteur (@(ty),...,0(t))).

En utilisant la relation de Chapman-Kolmogorov, on vérifie aisément que les
mesures PU satisfont la condition de compatibilité. Le théoréme de Kolmogorov
fournit alors I’existence (et I'unicité) de P. D’apres une observation précédente, le
fait que les lois marginales de (X;);>0 sous P soient les PV suffit pour dire que
(X)r>0 est sous P un processus de Markov de semigroupe (Q,);>0, relativement a
sa filtration canonique. O

Pour x € E, notons P, la mesure obtenue dans le Corollaire lorsque y = J,. Alors,
I’application x — P, est mesurable au sens ot I’application x — P, (A) est mesurable,
pour tout A € .#*. En effet cette dernieére propriété est vraie lorsque A dépend d’un
nombre fini de coordonnées (dans ce cas on a une formule explicite pour P(A)) et il
suffit ensuite d’utiliser un argument de classe monotone. De plus, pour toute mesure
de probabilité y sur E, la mesure définie par

Py (4) = [ 7(@x) P(4)
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est 'unique mesure de probabilité sur Q* sous laquelle le processus canonique
(X;)s>0 est un processus de Markov de semigroupe (Q;);>0 et la loi de Xj est 7.

En résumé, le corollaire ci-dessus permet de construire (sous une hypothese
topologique sur E) un processus de Markov (X;),>0 de semigroupe (Q;);>0 par-
tant avec une loi initiale donnée. Plus précisément, on obtient méme une famille
mesurable de mesures de probabilités (P,,x € E) telles que sous P, le processus de
Markov X part de x. Cependant, un inconvénient de la méthode utilisée est qu’elle
ne donne aucune information sur les trajectoires de X. Nous remédierons a cet in-
convénient plus tard, mais cela nécessitera des hypotheses supplémentaires sur le
semigroupe (Q;);>o. Pour terminer ce paragraphe nous introduisons un outil impor-
tant, la notion de résolvante d’un semigroupe.

Définition 6.3. Soit A > 0. La A-résolvante de (Q;);>0 est’opérateur Ry : B(E) —
B(E) défini par

Rif() = [ e M0
pour f € B(E)etx € E.

Remarque. La propriété (iii) de la définition d’un semigroupe de transition est
utilisée ici pour obtenir la mesurabilité de 1’application t — Q; f(x).

Propriétés de la résolvante.
@ IR fII < % II£1-
(i) Si0< f<1,alors 0 < AR, f < 1.
(iii) Si A, it > 0,
R) —Ru+(A—u)R3Ry =0

(équation résolvante).

Démonstration. Les propriétés (i) et (ii) sont faciles. Démontrons seulement (iii).
On peut supposer A # . Alors,

RaRN)= [ e 0 ([Te o ar)was

:/Ome*“ (/Qs(x,dy)/ome*#’Q,f(y)dt)ds
_ /0 e /0 e f(x) e )ds
:/Owe_ (A —p)s (/Owe_“<s+’> Qs f(x) dt)ds
:/w ~(@A-ms (/mef“ O, f (x)dr)ds

/ Orf(x)e” ‘”(/ (- “)Sds)d

e /,Lr_e Ar
/ 0 f )

d’ou le résultat recherché. O
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Exercice. Dans le cas du mouvement brownien réel, vérifier que

Ruf(5) = [ =205 0)dy

avec

(=) = %27 exp(—ly— 2| V2R).

Une manicre agréable de faire ce calcul consiste a utiliser la formule £ [e’”"] =
¥

e~*V2* pour la transformée de Laplace du temps d’atteinte de @ > 0 par un mouve-
ment brownien issu de 0 (voir la formule (3.6)). En dérivant par rapport a la variable

A, on trouve E[T e *14] = (a/V 27L)e_“m et en réécrivant le terme de gauche a
I’aide de la densité de 7, (Corollaire 2.4), on trouve exactement I’intégrale qui ap-
parait dans le calcul de R}, .

Une motivation importante de I’introduction de la résolvante est qu’elle permet
de construire des surmartingales associées a un processus de Markov.

Lemme 6.1. Soit X un processus de Markov, relativement a la filtration (%), de
semigroupe (Qy)i>0 et a valeurs dans un espace mesurable (E,&). Soit h € B(E)
une fonction a valeurs positives, et soit & > 0. Le processus

e MRy k(X))
est une (.F;)-surmartingale.

Démonstration. Les variables aléatoires e *'R; h(X;) sont bornées et donc dans L!.
Ensuite, on a pour tout s > 0,

OsR3h = /0 : e MOy hdt
et donc
¢ QR b — /0 Te Mt QL hdr = / T e M Q,hdt < Ryh.
11 suffit alors d’écrire, pour tous s,z > 0,
Ele M IRy h(X, 1) | ] = e QR A(X,) < e MRy h(X,),

ce qui donne la propriété de surmartingale recherchée. O

6.2 Semigroupes de Feller

A partir de maintenant, nous supposons que E est un espace topologique métrisable
localement compact et dénombrable a I’infini (E est réunion dénombrable de com-
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pacts) muni de sa tribu borélienne. Ces propriétés entrainent que E est polonais. Une
fonction f: E — R tend vers 0 a I’infini si, pour tout € > 0, il existe un compact
K de E tel que | f(x)| < € pour tout x € E\K.

On note Cy(E) I’espace des fonctions continues de E dans R qui tendent vers 0
a l'infini. Uespace Cy(E) est un espace de Banach pour la norme

[1f1l = sup [ f(x)]-
xeE

Définition 6.4. Soit (Q;);>0 un semigroupe de transition sur E. On dit que (Q;);>0
est un semigroupe de Feller si :

() Vf € C(E), Ouf € Co(E);

(i) Vf € Co(E), |Q1f — fI] — 0 quand r — 0.
Un processus de Markov a valeurs dans E est un processus de Feller si son semi-
groupe est de Feller.

Remarque. On montre (voir par exemple [9, Proposition I11.2.4]) qu’on peut rem-
placer (ii) par la condition apparemment plus faible

Vf € CoE), Vx € E, Ouf(x) — [(x)-

Nous admettrons cela, uniquement pour traiter certains exemples qui suivent.

La condition (ii) entraine que, pour tout s > 0,
lim||Qs1rf — Qs fl| = 1lim [|Qs(Q: f — f)I| =0
110 110

puisque Qy est une contraction de Cy(E). La convergence est méme uniforme quand
s varie dans R, ce qui assure que la fonction 7 — Q, f est uniformément continue
de R, dans Cy(E), des que f € Cy(E).

Dans la suite de ce paragraphe, on se donne un semigroupe de Feller (Q;);>0 sur
E. A I’aide de la condition (i) et du théoréme de convergence dominée, on vérifie
aisément que, pour tout A > 0, Ry f € Co(E) des que f € Cy(E).

Proposition 6.1. Soit Z = {R, f : f € Co(E)}. Alors % ne dépend pas du choix de
A > 0. De plus Z est un sous-espace dense de Cy(E).

Démonstration. Si A # u, I’équation résolvante donne
Rof=Ru(f+U—2A)Ryf).

Donc toute fonction de la forme R), f avec f € Co(E) s’ écrit aussi sous la forme R, g
avec g € Cp(E). Cela donne la premiere assertion.
La densité de Z découle de ce que, pour toute f € Cy(E),

Alezx/we*“Qtfdzrf dans Co(E),
0 —00
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d’apres la propriété (ii) de la définition d’un semigroupe de Feller. a

Définition 6.5. On pose

of-f
t

D(L)={f€Cy(E): converge dans Co(E) quand ¢ | 0}

et pour toute f € D(L),
Lf =1lim Qf=7

t10 t

Alors D(L) est un sous-espace vectoriel de Co(E) et L: D(L) — Cop(E) est un
opérateur linéaire appelé le générateur du semigroupe (Q;);>o. L’ensemble D(L) est
appelé domaine de L.

Proposition 6.2. Si f € D(L) on a, pour tout t > 0,

0f =7+ [ oL,
0
Démonstration. Soit f € D(L). Pour tout 7 > 0,
€7 (Quef = Quf) = Qe (Qef = 1)) o QL).

De plus la convergence précédente est uniforme en ¢ € R,.. Cela suffit pour dire
que pour tout x € E, la fonction 7 — O, f(x) est dérivable sur R et sa dérivée
est O;(Lf)(x), qui est une fonction continue de ¢. Le résultat de la proposition en
découle. ad
Proposition 6.3. Soit A > 0.

(i) Pour toute fonction g € Co(E), Ryg € D(L) et (A —L)Ry g =g.
(i) Si f € D(L), Ry (A —L)f = f.

En conséquence, D(L) = % et les opérateurs R), : Co(E) — X et A —L: D(L) —
Co(E) sont inverses I'un de I’autre.

Démonstration. (i) Si g € Cy(E), on a pour tout € > 0,
e (QeRrg—Ryg) = € (/0 e M Qeyrgd —/0 e*“thdt)
oo €
= e ((=e ) [ e Mg [ o)
— AR g—¢
£—0
en utilisant la propriété (ii) de la définition d’un semigroupe de Feller (et le fait que

cette propriété entraine la continuité de 1’application ¢ — Q,g de R dans Cy(E)).
Le calcul précédent montre que R, g € D(L) et L(R;g) = AR, g — g.

(i) Soit f € D(L). D’apres la Proposition 6.2, on a O, f = f + [; Os(Lf)ds, d’ol
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[ etosar =124 [Fe( /Qst )ds)d
(

X oo —ls
o XY

On a ainsi obtenu 1’égalité
ARy f =f+R)Lf

d’ou le résultat annoncé en (ii).

La derniere assertion de la proposition découle de (i) et (ii) : (i) montre que
% C D(L) et (ii) donne I'autre inclusion, puis les identités établies en (i) et (ii)
montrent que R et A — L sont inverses ’un de I’ autre. a

Corollaire 6.2. Le semigroupe (Q;);>0 est déterminé par la donnée du générateur
L (ce qui inclut bien entendu la donnée de son domaine D(L)).

Démonstration. Soit f une fonction positive dans Cy(E). Alors R) f est I'unique
élément de D(L) tel que (A — L)R; f = f. Par ailleurs la donnée de R) f(x) =
Jo e *Q, f(x)dt pour tout A > 0 suffit 2 déterminer la fonction continue ¢ —
O, f(x). Or Q, est déterminé par la donnée de Q, f pour toute fonction positive f
dans Cy(E). O
Exemple. 11 est facile de vérifier que le semigroupe (Q;),;>0 du mouvement brow-
nien réel est de Feller. Nous allons calculer son générateur L. Nous avons vu que,
pour A > 0et f € Cy(R),

Ry f(x) exp(—V2A|y —x|) f(y)dy

|7

Si h € D(L) on sait qu’il existe f € Co(R) telle que h = Ry f. En prenant A = , on
a

) = [ exp(~lx =) f()d.

On justifie facilement 1’application du théoreme de dérivation sous le signe intégrale,
pour obtenir que 4 est dérivable sur R, et

) = [ sen(r—) exp(~x— ) £(3)dy

avec la notation sgn(z) = 110} — 1{z<0). Nous allons montrer aussi que W est
dérivable sur R. Soit xo € R. Alors pour x > x,

() 1 x0)= [ (sen(y—)xp(—lx 1) —senly—xo) exp(—|x0 1)) /1)y
- x: (76Xp("x*y|) —exp(—|xo *y\))f(y) dy

* /R\[xo,x] sgn(y —%o) (exp(—|x—y|) —exp(—|xo —Y\))f(y) dy.
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On en déduit aisément que

H'(x) — I (x0)
_— -2 h(xg).
o J(x0) +h(xo)
On obtient la méme limite quand x T xg, et on voit ainsi que 4 est deux fois dérivable,
eth" =-2f+h.
Par ailleurs, puisque 2 = R, f, 1a Proposition 6.3 montre que

1
——L)h=
dou Lh=—f+3h=1n"
En conclusion, on a montré que

D(L) C {he€ C*(R) :heth" € Cy(R)}

et que pour 71 € D(L), ona Lh = 3h".

En fait, I’inclusion précédente est une égalité. Pour le voir on peut raisonner
comme suit. Si g est une fonction de classe C? telle que g et g sont dans Co(R),
on pose f = 5(g—g") € Co(R), puis h =Ry ), f € D(L). Le raisonnement ci-dessus
montre qu’alors /4 est de classe C? et i = —2f -+ h. On obtient ainsi que (h—g)" =
h— g. Puisque la fonction / — g est dans Cyp(R) elle doit étre identiquement nulle, et

onag=heD(L).

Remarque. En général il est tres difficile de déterminer le domaine exact du
générateur. Le théoréme suivant permet souvent d’identifier des éléments de ce do-
maine au moyen de martingales associées au processus de Markov de semigroupe
(O1)i>0-

Nous considérons a nouveau un semigroupe de Feller général (Q; );>0. Nous sup-
posons donnés un processus (X; ),;>o et une famille (P;),cr de mesure de probabilités
sur E, telle que, sous Py, (X;),>0 est un processus de Markov de semigroupe (Q;)>0,
relativement a une filtration (.%;);>0, et Py(Xo = x) = 1. Pour donner un sens aux
intégrales qui apparaissent ci-dessous, nous supposons aussi que les trajectoires de
(X1 )0 sont cadlag (nous verrons dans la partie suivante que cette hypothése n’est
pas restrictive).

Notation. E, désigne I’espérance sous la probabilité P,.

Théoreme 6.2. Soient h,g € Cy(E). Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(YheD(L)etLh=g.
(i) Pour tout x € E, le processus

h(X,) —/Otg(Xs)ds

est une martingale sous Py, relativement a la filtration (%).
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Démonstration. On établit d’abord (i)=-(ii). Soit donc i € D(L) et g = Lh. D apres
la Proposition 6.2, on a alors pour tout s > 0,

S
Osh=h+ /0 0,gdr.

Il en découle que, pourt >0 ets > 0,

Edh(X1y) | 7] = Quh(X,) = h(X,) + /0 " 0,8(X,) dr.

D’autre part,

1+s I+s 1+s
B[] sxar| Z] = [ Elt) | Fdr = [0 e dr
t

t

L’interversion de I’intégrale et de I’espérance conditionnelle dans la premiere égalité
est facile a justifier en utilisant la propriété caractéristique de 1’espérance condition-
nelle. Il découle de ce qui précede que

&V@@Qigﬂﬂxwrﬂﬂ:h@»igﬂxﬂr

d’ou la propriété (ii).
Inversement, supposons que (ii) est réalisée. Alors pour tout z > 0,

E[h0)~ [ s(x)ar] = o

et par ailleurs

Eh00) - [ s0x)ar] = @)~ [ @rgoar

En conséquence,

ch b / Orgdr—> g

dans Cy(E), d’apres la propriété (ii) de la définition d’un semigroupe de Feller. On
conclut que h € D(L) et Lh = g. O

Exemple. Dans le cas du mouvement brownien, la formule d’Itd montre que si

he C*(R),
1,
nx) -5 [ )

est une martingale locale. Cette martingale locale devient une vraie martingale
lorsqu’on suppose aussi que & et i’ sont dans Cy(R) (donc bornées). On retrouve
ainsi le fait que Lh = %h” pour de telles fonctions .
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6.3 La régularité des trajectoires

Notre objectif dans cette partie est de montrer que I’on peut construire les processus
de Feller de maniere a ce que leurs trajectoires soient cadlag (continues a droite avec
des limites a gauche en tout point). Nous considérons donc un semigroupe de Feller
(Q1)i>0, dans un espace E supposé métrique localement compact et dénombrable
a I'infini comme dans la partie précédente. Nous supposons donnés un processus
(X;)1>0 et une famille de mesures de probabilité (P,)cr telle que, sous P, (X;)r>0
est un processus de Markov de semigroupe (Q,),>0 (relativement a une filtration
(F1)ief0,)) €t Px(Xo = x) = 1. Nous avons vu dans le début de ce chapitre que ces
ondmons sont réalisées en prenant pour (X;),>0 le processus canonique sur I’espace
Q* = E®+ et en construisant les mesures P, 4 1’aide du théoreme de Kolmogorov.
Nous notons ./ la classe des ensembles .Z..-mesurables qui sont de P,-probabi-
lité nulle e pour tout x € E. On définit ensuite une nouvelle filtration (.7 );c[g..| €n

posant .Z,, = % et pour tout ¢ > 0,
Ty = TN o(N).
On vérifie aisément que la filtration (% ) est continue a droite.

Théoréme 6.3. On peut construire un processus (X, ); > o adapté a la filtration (F, ),
dont les trajectoires sont des fonctions cadlag a valeurs dans E, et tel que, pour tout
t>0, _

X=X, P.ps. VxeE.

De plus, sous chaque probabilité P, (X,),>0 est un processus de Markov de semi-
groupe (Qy)r>0, relativement a la filtration (J,),E[ 0,00] € Py (Xo=x)= 1.

Démonstration. Soit £4 = EU{A} le compactifié d’ Alexandroff de E obtenu en
ajoutant a E le point a I'infini A. Toute fonction f € Cy(E) se prolonge en une
fonction continue sur E4 en posant f(A) = 0.

Notons C; (E) I’ensemble des fonctions positives dans Co(E). On peut alors trou-
ver une suite (f;),en de fonctions de C (E) qui sépare les points de E4, au sens ou,
pour tous x,y € E, avec x # y, il existe un entier n tel que f,(x) # fu(y). Alors

H ={Rpfu:p>1,neN}

est aussi un sous-ensemble dénombrable de Car (E) qui sépare les points de E,
(utiliser le fait que || pR, f — f|| — 0 quand p — oo).

Sih e J,le Lemme 6.1 montre qu’il existe un entier p > 1 tel que e 7'h(X;) est
une surmartingale sous Py, pour tout x € E. Soit D un sous-ensemble dénombrable
dense de R . Alors le Théoreme 3.3 (i) montre que les limites

lim h(X, lim A(X,
Dalﬂllz ( S)’ DBI?TITZ ( S)
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existent simultanément pour tout # € R, (la deuxieme seulement si ¢ > 0) en de-
hors d’un ensemble .%..-mesurable N, tel que P,(Nj,) = 0 pour tout x € E. Comme
dans la preuve du Théoreme 3.3, on peut définir le complémentaire de N, comme
I’ensemble des @ € Q pour lesquels la fonction D > s — e " h(X;) fait un nombre
fini de montées le long de tout intervalle [a,b], a,b € Q. On pose

N=|J N
he

de sorte que N € 4. Alors, si ® ¢ N, les limites

lim X;(w), lim X (o)
D>s| |t D3s11t

existent pour tout > 0 dans E4. En effet, si on suppose par exemple que X;(®)
a deux valeurs d’adhérence différentes dans E4 quand D > s || ¢, on obtient une
contradiction en choisissant une fonction i € 7 qui sépare ces deux valeurs. Cela
permet de poser, pour @ € Q\N et pour toutz > 0,

Si @ € N, on pose )?,(co) = xp pour tout # > 0, oll x¢ est un point fixé de E. Alors,
pour tout ¢t > 0, )?t est une variable aléatoije Z;-mesurable a valeurs dans E4. De
plus, pour tout @ € Q, I"application ¢ — X;(®), vue comme application & valeurs
dans E4, est cadlag par construction.

Montrons maintenant que, pour tout ¢ > 0,

P(X,=X,)=1, Vx€E.

Soient f, g € Cy(E) et soit une suite (z,) dans D qui décroit strictement vers 7. Alors,
pour tout x € E,

Ed[f(X)g(X)] = lim E.[f(X,)g(X,,)]
= r}illgoEx[f(Xt)Qtn—tg(Xt)]
= Ex[f(X:)g(X:)]

puisque Q;,—;g — g d’apres la définition d’un semigroupe de Feller. L’égalité
obtenue suffit pour dire que les deux couples (X;,X;) et (X;,X,) ont méme loi sous
P, etdonc Py(X, = X;) = 1.

Montrons ensuite que (X;);>o vérifie la propriété de définition d’un processus de
Markov de semigroupe (Q;);>0 relativement a la filtration (% ). 1 suffit de voir que,
pourtous s >0,f>0¢etA € %, f€CH(E),ona

Ed1a f(Xsir)] = Ex[14 Qi f (X))
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Puisque fs = X; p.s. et }?Ht = X4+ p-S., il revient au méme de montrer

Ex[lAf(XS-H)] = Ex[lA Qtf(XS)]'

Puisque A coincide p.s. avec un élément de %, on peut supposer A € F. Soit
(sn) une suite dans D qui décroit strictement vers s, de sorte que A € .%;, pour tout
n. Alors, dés que s, < s+1,

Ex“Af(XPd)] = Ex[lA Ex[f(XH»t | ysn]] = Ex[lA Qs+t7s,,f(Xsn)]«

Mais Qs4;—s,f converge (uniformément) vers Q,f par les propriétés des semi-
groupes de Feller, et puisque X;, = )?Sn p.s. on sait aussi que X, converge p.s. vers
X, = X, p-s. On obtient donc I’égalit€ recherchée en faisant tendre n vers oo.

Il reste finalement a montrer que les fonctions ¢ +— X;(®) sont cadlag a valeurs
dans E, et pas seulement dans E4 (on sait déja que pour chaque t > 0, X; (@) = X; (o)
p-s. est p.s. dans E, mais cela ne suffit pas pour montrer que les trajectoires, et leurs
limites 2 gauche, restent dans E). Fixons une fonction g € C (E) telle que g(x) >0
pour tout x € E. La fonction & = R g vérifie alors la méme propriété. Posons pour
toutz > 0, B

Y, =e'h(X,).

Alors le Lemme 6.1 montre que (¥;),>0 est une surmartingale positive relativement

a la filtration (.%;). De plus, les trajectoires de (Y;);>0 sont cadlag.
Pour tout entier n > 1, posons

. 1
Ty =inf{t > 0:Y, < Z}

Alors T{,) est un temps d’arrét de la filtration (%) comme temps d’entrée dans
un ouvert pour un processus adapté a trajectoires cadlag (rappelons que la filtration
(%) est continue a droite). De méme,

T = lim 1 7},

n—oo

est un temps d’arrét. Le résultat voulu découlera de ce que P,(T < o) = 0 pour tout
X € E. En effet il est clair que pour tout 7 € [0, Tin) [, X; € EetX,_ €E,etil suffira
de redéfinir 5?,((0) = xp (pour tout ¢ > 0) pour les m qui appartiennent a I’ensemble
{T <o} et

Fixons x € E. Pour établir que P, (T < o) = 0, on applique la Proposition 3.10 a
Z=YetU= T(n), V =T + ¢, ou g est un rationnel positif. On trouve

1
EY14q Yz <o) < Exl¥n, Lz, <o) <
En faisant tendre n vers o, on a donc

Ex[Yriqlir<)] =0,
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d’ott Y744 = 0 p.s. sur {T" < oo}. Par continuité a droite, on conclut que ¥; = 0,
Vi € [T,o0|, p.s. sur {T' < co}. Mais on sait que p.s. Vk € N, ¥ = e *a(X;) > 0
puisque X € E p.s. Cela suffit pour conclure que P, (T < o0) = 0. a

6.4 La propriété de Markov forte

Dans ce paragraphe, nous revenons d’abord au cadre général du paragraphe 6.1 ci-
dessus, ot (Q;),;>0 est un semigroupe de transition sur E. Nous supposons ici que
E est un espace métrique (muni de sa tribu borélienne), et de plus que, pour chaque
choix de x € E, on peut construire un processus de Markov (X;);>0 de semigroupe
(Q1)r>0 issu de x, dont les trajectoires sont cadlag. Remarquons que, dans le cas
d’un semigroupe de Feller, I’existence d’un tel processus découle du Théoreme 6.3.

On note D(E) I’espace des fonctions cadlag f: Ry — E. On munit D(E) de la
tribu & engendrée par les applications coordonnées f +— f(¢). Pour tout x € E, on
note alors P, la loi sur D(E) de (X;°);>0. Cette loi ne dépend pas de la réalisation
choisie pour X*, pourvu que X* soit un processus de Markov de semigroupe (Q;)s>0
a trajectoires cadlag, et P(Xj =x) = 1.

Nous commengons par un énoncé de la propriété de Markov simple qui est une
généralisation facile de la définition d’un processus de Markov.

Théoreme 6.4 (Propriété de Markov simple). Soit (Y;),>0 un processus de Markov
de semigroupe (Qy);>0, relativement a une filtration (%;);>0. On suppose que les
trajectoires de Y sont cadlag. Soit s > 0 et soit @ : D(E) — R une application
mesurable. Alors,

E[®((¥y10)i20) | 7] = B[],

Remarque. Le terme de droite est la composée de Y; et de I’application y — E,[®].
Pour voir que cette application est mesurable, il suffit de traiter le cas ou @ = 14,
A € 9. Lorsque A ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées, on a une formule
explicite, et un argument de classe monotone complete le raisonnement.

Démonstration. Comme dans la remarque ci-dessus, on se raméne facilement au
casou P =14 et

A={feD(E): f(t1) €Bi,...,f(t,) € By}

ou0<r <t <---<tpetBy,...,B), sont des parties mesurables de E. Dans ce cas
on doit montrer

P(Y.H-t] EB17"'7YS+tp eBp ‘ ys)
:/ Qtl (Ys’dxl)/ Qtzftl (xl,dxz)"’/ Qtpft,,_l(xpfladxp)'
By B) Bp

En fait on montre plus généralement que si ¢y,...,¢, € B(E),
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E[Q1(Ysin) - @p(Yors,) | Z]
= [ 0uFde)oi(x0) [ Qs (v de2)@aloa) -+ [ sy (5p1.0,) 0y

Si p =1 c’est la définition d’un processus de Markov. On raisonne ensuite par
récurrence en écrivant :

El¢p (Ys+ll ) (Pp(Yertp) | F]
= E[@1(Ysrs,) -+ @p1 Vst y) Exl@p(Yss,) | Fsr, ] | F
- E[(Pl (Ys+t| ) e (prl (Ys+t,,,1 ) Qtpft],,l (Pﬂ (YH»tl,fl) | ‘gZS]

d’ou facilement le résultat voulu. a
Nous passons maintenant a la propriété de Markov forte.

Théoreme 6.5 (Propriété de Markov forte). Reprenons les hypothéses du théoréme
précédent, et supposons de plus que (Q);>0 est un semigroupe de Feller (et donc
E est localement compact et dénombrable a U'infini). Soit T un temps d’arrét de la
filtration (%), et soit @ : D(E) — R une application mesurable. Alors, pour tout
xek,

E(7 e} P((Y741)120) | Fr] = Y1 <oc} By, [DP].

Démonstration. On observe d’abord que le terme de droite est .%r-mesurable,
parce que I’application {T < oo} 3 ® — Y7 (@) est .Zr-mesurable (Théoreme 3.1)
et I’application y +— IE,[®] est mesurable. Ensuite, il suffit de montrer que, pour
A € Fr fixé,

E[1pn(7<o) P((Y74+1)1>0)] = E[1an (7 <0} Evy [P]]-
Comme ci-dessus, on peut se limiter au cas ou

D(f) = o1 (f(11)) - @p(f (1))

ou0<t <th<---<tpet@i,...,p, € B(E). Il suffit en fait de traiter le cas p =1 :
si ce cas est établi, on raisonne par récurrence en écrivant

E[Lan (1<) @1 (Yr1) - @p (Y14, )]
= E[lan(r<e} @1 (Yr41)) - @p1 (Y111, ) E[@p(Y1144,) | Tt ]

= E[lAm{T<oo} (] (YT-HI ) e (prl (YT-HP,I )/Qtp—t,,,l (YT+tp,1 »dxp) (Pp (xp)] .
On fixe donc t > 0 et ¢ € B(E) et on veut montrer

E[1gn(7 <o} @(Y741)] = E[Lany(7 <0} Q19 (Y7)]]-

On peut supposer que ¢ € Cy(E), par un raisonnement standard de classe monotone.
Notons [T], le plus petit nombre réel de la forme 27" supérieur ou égal a T.
Alors,
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E[anir<ey@(Yr40)] = lim E[lgni7 <o} @ (V7))

= lim Y EMangi-1p ner<inm @Yo -ni,)]
i=0

= lim Y Elunii1p-rer<in-nQio(Yo-n)]
i=0

= r}grolcE [IAQ{T<OQ} QIQD(Y[T],,)}
= E[IAQ{T<oo}Qt(P(YT)]

d’ou le résultat voulu. Dans la premiere (et la derniere) égalité, on utilise la con-
tinuité a droite des trajectoires. Dans la troisieme égalité, on se sert du fait que
AN{(i—1)27"<T <i27"} € Fp-n parce que A € Fr et T est un temps d’arrét
de la filtration (.%;). Enfin, dans la derniére égalité, on utilise le fait que Q, ¢ est
continue parce que @ € Cy(E) et le semigroupe est de Feller. a

6.5 Deux classes importantes de processus de Feller

6.5.1 Processus de Lévy

Considérons un processus (Y;);>0 a valeurs dans R (ou dans RY) qui vérifie les trois
propriétés suivantes :

(1) Yo=0p.s.

(ii) Pour tous 0 < s < 1, la variable ¥; — ¥; est indépendante de (¥,,0 < r <) et
améme loi que ¥;_;.

(iii) ¥; converge en probabilité vers O quand ¢ | 0.

Deux cas particuliers sont le mouvement brownien et le processus (7;),>0 des
temps d’atteinte du mouvement brownien (cf. Exercice 2.2).

Remarquons qu’on ne suppose pas que les trajectoires de ¥ sont cadlag, mais on
remplace cette hypothese par la condition beaucoup plus faible (iii). La théorie qui
précede va nous montrer qu’on peut cependant trouver une modification de Y dont
les trajectoires sont cadlag.

Pour tout ¢ > 0, notons Q;(0,dy) la loi de ¥;, et pour tout x € R, soit Q;(x,dy) la
mesure-image de Q,(0,dy) par I’application y — x+y.

Proposition 6.4. La famille (Q;);>o forme un semigroupe de Feller sur R. De plus
(Y});>0 est un processus de Markov de semigroupe (Q;);>0.

Démonstration. Montrons que (Q;);>0 est un semigroupe de transition. Soient ¢ €
B(R), s,t > 0 et x € R. La propriété (ii) montre que la loi de (¥;,Y;+, —Y;) est la
probabilité produit O, (0, -) ® Qs(0, ). Donc,
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[etd) [omaeE) = [0.4) [0.a)90+y+2)
=Elox+Y,+ (Yirs—Y))]
= E[Q(x+Y4s)]

_ / 0r+5(x,d2)(2)

d’oti la relation de Chapman-Kolmogorov. Il faudrait aussi vérifier la mesurabilité de
I"application (7,x) — Q;(x,A), mais cela découle en fait des propriétés de continuité
plus fortes que nous allons établir pour montrer la propriété de Feller.
Commengons par la premiére propriété d’un semigroupe de Feller. Si ¢ € Cp(R),
I’application
x> 01p(x) = E[p(x+Y)]

est continue par convergence dominée, et, toujours par convergence dominée, on a

E[p(x+Y)] —0

X—00

ce qui montre que Q;¢ € Cy(R). Ensuite,
Qp(x) =Elp(x+Y)] — 9(x)

grace a la propriété (iii). La continuité uniforme de ¢ montre méme que cette con-
vergence est uniforme en x. Cela termine la preuve de la premiere assertion. La
preuve de la seconde est facile en utilisant la propriété (ii). O

On déduit du Théoréme 6.3 qu’on peut trouver une modification de (¥;);>0 dont
les trajectoires sont cadlag (en fait dans le Théoreme 6.3 on supposait qu’on avait
une famille de probabilités (Py)rcp correspondant aux différents points de départ
possibles, mais la méme preuve s’ applique, avec des modifications mineures, au cas
ol on considere le processus sous une seule mesure de probabilité).

On appelle processus de Lévy un processus qui vérifie les propriétés (i) et (ii)
ci-dessus, et dont les trajectoires sont cadlag (ce qui entraine (iii)).

6.5.2 Processus de branchement continu

Un processus de Markov (X;);>0 & valeurs dans E = R est appelé processus de
branchement continu si son semigroupe (Q;);>o vérifie pour tous x,y € R et tout
1>0,

Ql(x7 ) * Qt(yv ) = Ql(x+y7 ')7

ou U * Vv désigne la convolution des mesures de probabilité tt et v sur R, . On voit
facilement que cela entraine Q,(0,-) = &y pour tout # > 0.
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Remarque. Le mot continu dans “processus de branchement continu” renvoie au
fait que le parametre de temps ¢ est réel, et non a la continuité du processus : en
général les trajectoires seront seulement cadlag!

Exercice. Vérifier que si X et X’ sont deux processus de branchement continu
indépendants de méme semigroupe (Q;);>0, issus respectivement de x et de x’, alors
(X; +X/)1>0 est aussi un processus de Markov de semigroupe (Q; );> (relativement
a sa filtration canonique). C’est ce qu’on appelle la propriété de branchement : com-
parer avec les processus de Galton-Watson a temps discret.

On fixe le semigroupe (Q,);>0 d’un processus de branchement continu, et on fait
les deux hypotheses de régularité suivantes :

(i) O:(x,{0}) < 1 pour tous x > 0 et 7 > 0;
(ii) Q¢ (x,-) — Ox(+) quand r — 0, au sens de la convergence étroite des mesures
de probabilité.

Proposition 6.5. Sous les hypothéses précédentes, le semigroupe (Qy)i>0 est de
Feller. De plus, pour tout A > 0, et tout x > 0,

/Qt (x,dy) e A — exW(R)

out les fonctions y; :)0,00[—]0, o[ vérifient W, o Wy = Yy pour tous s,t > 0.

Démonstration. Commencons par la deuxieme assertion. Si x,y > 0, 1’égalité
O (x,-) * Oy (y,-) = O;(x+y,-) entraine que

(./Q;(Ldz) e%z) (/Q,(y,dz) e%z) = /Qt(x-f-y,dz) e M.

Ainsi la fonction

x+— —log (/Q,(x, dz) e‘“)

est linéaire et croissante sur R} donc de la forme xy;(A) pour une constante
Y (1) > 0 (le cas y(A) = 0 est écarté a cause de (i)). Pour obtenir 1’égalité

;0 Yy = Yo, on écrit

/medz —/Q,xdy /Q (ndz)e
= /Qt )eY¥s(d)
p——ey}

Il reste a vérifier le caractere fellérien du semigroupe. Posons, pour tout A > 0,
@5, (x) = e **. Alors,
0191, = Oy, 1) € Co(R4).
De plus, une application du théoreme de Stone-Weierstrass montre que 1’espace

vectoriel engendré par les fonctions ¢, A > 0 est dense dans Cp(R). Il en découle
aisément que Q,¢ € Cop(R.) pour toute fonction ¢ € Co(R.).
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Enfin, si ¢ € Co(R), pour tout x > 0,

01p(x) = / Oi(x,dy) @(y) —> @(x)

d’apres la propriété (ii). En utilisant une remarque suivant la définition des semi-
groupes de Feller, cela suffit pour montrer que ||Q;¢ — ¢|| — 0 quand # — 0, ce
qui termine la preuve. ]
Exemple. Pour tout # > 0 et tout x > 0, définissons Q;(x,dy) comme la loi de
e|+ey+---+ey,oluer,en,...sontdes variables aléatoires indépendantes de loi ex-
ponentielle de parametre 1/¢, et ot la variable N suit la loi de Poisson de parametre
x/t, et est indépendante de la suite (e;). Alors un calcul facile montre que

avec

B A
IEa

En observant que y; o Y, = W, on obtient facilement que la famille (Q;);>o est
un semigroupe de transition, et que ce semigroupe vérifie les propriétés énoncées
au début de ce paragraphe. En particulier, le semigroupe (Q;);>¢ est de Feller, et on
peut donc lui associer un processus de branchement continu (X;),>¢ a trajectoires
cadlag. On peut montrer que les trajectoires de (X;);>0 sont en fait continues, et ce
processus est appelé la diffusion branchante de Feller.

i (4)

Exercices

Dans les exercices qui suivent, (E,d) est un espace métrique localement compact
dénombrable a I’infini et (Q;);>¢ un semigroupe de Feller sur E. On se donne un
processus (X;);>0 a trajectoires cadlag a valeurs dans E, et une famille de mesures
de probabilité (Py)xek, tels que sous Py, (X;);>0 est un processus de Markov, rela-
tivement a une filtration (.%,), de semigroupe (Q;);>0, issu du point x. On note L le
générateur du semigroupe (Q;);>0, D(L) le domaine de L et pour tout A > 0, R, la
A-résolvante.

Exercice 6.1. (Fonction d’échelle) Dans cet exercice on suppose que £ =R et que
les trajectoires de X sont continues. Pour tout x € R™, on pose

T.:=inf{r >0:X; =x}

et
(p(x) = Px(To < 00).
1. Montrer que, pour 0 <x <y,
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P(y) = @(x)Py (T < o).

2. On suppose que @(x) < 1 et sup,~oX; = +oo, P p.s., pour tout x € R,. Montrer
que, pour 0 < x <y, -
P(x)—90)

I—o@)

Exercice 6.2. (Formule de Feynman-Kac) Soit v: E — R une fonction continue
bornée. Pour tout x € E et tout 7 > 0, on pose pour toute fonction ¢ € B(E),

P(Ty <Ty) =

0/ 9(x) = Ex[e= )% g (x;)|.

1. Montrer que, pour toute fonction ¢ € B(E), Q7 ;@ = O; (05 ¢).
2. En observant que

1 —exp ( - /Otv(XS)ds) = /O[v(Xs) exp ( - ltv(X,) dr) ds

montrer que, pour toute fonction ¢ € B(E),

09— 0l g = /0 0,(v0; ,@)ds.

3. On suppose que ¢ € D(L). Montrer que

d .
aQt Q=0 =L —vo.

Exercice 6.3. (Quasi-continuité a gauche d’un processus de Feller)
Dans tout I’exercice, on fixe le point de départ x € E. Pour tout # > 0 on note
X,— () la limite & gauche de la fonction s — X;(®) au point ¢. Soit (7,,),>| une

suite strictement croissante de temps d’arrét, et soit 7 = lim T 7,,. On suppose qu’il
existe une constante C < oo telle que 7 < C. L’ objectif est de montrer que X7 = X7,
P, ps.
1. Soit f € Co(E). Justifier le fait que la suite f(Xz, ) converge P p.s. et identifier sa
limite.
2. On suppose maintenant que f € D(L) et on note & = Lf. Montrer que, pour tout
n>1,

T
EfCtr) | 1) = 1) + B[ [ ) as| 73],
3. On rappelle que, d’apres la théorie des martingales a temps discret, on a

ELf () | )25 B ()| F1]
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Fr=\ Fr,.
n=1

Déduire des questions 1. et 2. que

E[f(Xr) | ;‘J:T] =f(Xr-).

4. Montrer que la conclusion de la question 3. reste vraie si on suppose seulement
f € Co(E), et en déduire que pour tout choix de f,g € Co(E),

E[f(Xr)g(Xr-)| = Ex[f(Xr-)g(Xr-)].
Conclure que X7 = X7, P p.s.

Exercice 6.4. (Opération de meurtre) Dans cet exercice, on suppose que les trajec-
toires de X sont continues. Soit A une partie compacte de E et

Ty=inf{r >0:X, € A}.
1. On pose, pour tout 7 > 0 et toute fonction ¢ mesurable bornée sur E,

0 ¢(x) = Ex[@(Xi) 1i<1,y] Vx € E.

Vérifier que Q) ;@ = Q; (Q; @), pour tous s, > 0.

2.0nnote E = (E\A)U{A}, ol A est un point ajouté 2 E\A comme un point isolé.
Pour toute fonction ¢ mesurable bornée sur E et tout # > 0, on pose

0,0(x) = E[@(X) Lycry | + PTy <1]@(4) , six€E\A

et 0,0(A) = @(A). Vérifier que la famille (Q,),>0 est un semigroupe de transition
sur E. (On admettra la propriété de mesurabilité de I’application (t,x) — Q,¢(x).)

3. Montrer que, sous la probabilité P, le processus X défini par

)—(7 X[ Slt<TA
1A sit>Ty

est un processus de Markov de semigroupe (Q,);>0, relativement a la filtration
canonique de X.

4. On admet que le semigroupe (Q,),>0 est de Feller, et on note L le générateur du
semigroupe (Q,);>0. Soit f € D(L) telle que f et Lf sont identiquement nulles sur
un ouvert contenant A. On note f la restriction de f aE \A et on voit f comme une
fonction sur E en posant f(A) = 0. Montrer que f € D(L) et que Lf(x) = Lf(x)
pour tout x € E\A.

Exercice 6.5. (Formule de Dynkin)
1. Soit g € Cy(E), soit x € E et soit T un temps d’arrét. Justifier 1’égalité
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E, {1{T<oo}f‘7”/0 eihg(XTth)df] = Eq[lrcwpe " Ryg(Xr)].
2. En déduire que
g A AT
Rag) = B [ e Mg(X)dr] + B roey &7 Ryg(Xr))

3. Montrer que, si f € D(L),

f(x) _ Ex[/()Te,At(lf—Lf)(Xt)dl} +Ex[1{T<oo} eile(XT)].

4. En supposant que E;[T] < oo, déduire de la question précédente que

B[ [ 106 a] = Edroe)] -0,

Comment aurait-on pu obtenir cette formule plus directement ?

5. Pour tout £ > 0 on note T¢ , = inf{r > 0:d(x,X;) > €}. On suppose Ey[T¢ ;] < oo,
pour tout € assez petit. Montrer que, toujours en supposant f € D(L), on a

. Ex[f(XTg,x)} _f(x)
Liw=tm——p

6. Montrer que I’hypothese E,[T¢ ] < e pour tout £ assez petit est satisfaite si le
point x n’est pas absorbant, ¢’est-a-dire s’il existe 7 > 0 tel que Qy(x,{x}) < 1. (On
remarquera qu’il existe une fonction positive h € Cy(E), nulle sur une boule centrée
en x et telle que Q;h(x) > 0, et on en déduira qu’on peut choisir o. > 0 et 11 €]0,1]
tels que Py(To x> nt) < (1—n)" pour tout entier n > 1.)



Chapitre 7
Equations différentielles stochastiques

Résumé Ce dernier chapitre est consacré aux équations différentielles stochastiques,
qui motiverent les premiers travaux d’Itd sur I'intégrale stochastique. Apres les
définitions générales, nous traitons en détail le cas lipschitzien, dans lequel des
résultats forts d’existence et d’unicité des solutions peuvent €tre obtenus. Tou-
jours dans ce cadre lipschitzien, nous montrons que la solution d’une équation
différentielle stochastique est un processus de Markov, dont le semigroupe est de
Feller, et dont le générateur est un opérateur différentiel du second ordre. Grace
aux résultats du chapitre précédent, la propriété de Feller du semigroupe entraine
immédiatement la propriété de Markov forte pour le processus.

7.1 Motivation et définitions générales

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modele mathéma-
tique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. Considérons
une équation différentielle ordinaire de la forme

soit encore, sous forme différentielle,
dy; = b(yt)dt.

Une telle équation est utilisée pour décrire 1I’évolution d’un systéme physique. Si
I’on prend en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de bruit,
qui sera de la forme o dB;, ou B désigne un mouvement brownien et ¢ est pour
I’instant une constante qui correspond a I’intensité du bruit. On arrive a une équation
différentielle “stochastique” de la forme

dyt = b(yt)dt+0-dBt,

J.-F. Le Gall, Mouvement brownien, martingales et calcul stochastique,
Mathématiques et Applications 71, DOI: 10.1007/978-3-642-31898-6_7, 145
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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ou encore sous forme intégrale, la seule qui ait un sens mathématique,

t
Vi :y0+/0 b(ys)ds+ o B;.

On généralise cette équation en autorisant o a dépendre de 1’état du systeme a
I’instant ¢ :
dy, = b(y;)dt + o (y;) dB;,

soit sous forme intégrale,

t t
yr:yo+/0 b(ys)der/O o (ys)dB;.

A cause de l’intégrale en dBs, le sens donné a cette équation va dépendre de
la théorie de I’intégrale stochastique développée dans le chapitre précédent. On
généralise encore un peu en autorisant o et b a dépendre du temps ¢, et en se placant
dans un cadre vectoriel. Cela conduit a la définition suivante.

Définition 7.1. Soient d et m des entiers positifs, et soient ¢ et b des fonctions
mesurables localement bornées définies sur R, x R¢ et a valeurs respectivement
dans My,»(R) et RY, ott My,.,,,(R) désigne 1’ensemble des matrices d x m a coeffi-
cients réels. On note 6 = (0;;) 1<i<d,1<j<m €t b = (b;)1<i<q-

Une solution de 1’équation

E(O_,b) dX[ZO-(t7Xt)dBt+b(t7Xt)dt

est la donnée de :

- un espace de probabilité muni d’une filtration complete (2,7, (% );c(o), P)s
-un (.%;)-mouvement brownien en dimension m, B = (B',...,B™);

- un processus (.%;)-adapté a trajectoires continues X = (X!,... X?) a valeurs
dans R, tel que

t t
X, = Xo + / o (s,X,) B, + / b(s, X,)ds,
0 0

soit encore, coordonnée par coordonnée, pour tout i € {1,...,d},
. . n t . t
X=xi+Y / 6j(5.X,)dB! +/ bi(s,X) ds.
=170 0

Lorsque de plus Xp = x € R?, on dira que le processus X est solution de E,(c,b).

On remarquera que lorsqu’on parle de solution de E(o,b), on ne fixe pas a priori
I’espace de probabilité filtré ni le mouvement brownien B.

Il existe plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les équations différentielles
stochastiques.
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Définition 7.2. On dit pour I’équation E(o,b) qu’ily a

- existence faible si pour tout x € R? il existe une solution de E,(c,b);

- existence et unicité faibles si de plus, x étant fixé, toutes les solutions de E, (o, b)
ont méme loi;

- unicité trajectorielle si, ’espace de probabilité filtré (Q,. %, (%), P) et le mou-
vement brownien B étant fixés, deux solutions X et X telles que X = X/, p.s. sont
indistinguables.

On dit de plus qu’une solution X de E,(c,b) est une solution forte si X est adapté
par rapport a la filtration canonique (complétée) de B.

Remarque. Il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité trajec-
torielle. L’exemple le plus simple est obtenu en partant d’un mouvement brownien
réel B issu de By =y, et en posant

B = [ sen (B4,

avec ici sgn(x) = 1six >0, —1six < 0. Alors on a

By :y—l—'/o.tsgn(ﬁs)st.

De plus le théoreme de Lévy (Théoreme 5.4) montre que B est aussi un mouvement
brownien (issu de 0). On voit ainsi que f est solution de 1’équation différentielle
stochastique

dX; =sgn(Xs)dB;,  Xo=y,

pour laquelle il y a donc existence faible. A nouveau le théoreme de Lévy montre
que n’importe quelle solution de cette équation doit étre un mouvement brownien,
ce qui donne 'unicité faible.

En revanche, il n’y a pas unicité trajectorielle pour cette équation. En effet, on
voit facilement, dans le cas By = 0, que B et —f3 sont deux solutions issues de 0
correspondant au méme mouvement brownien B (remarquer que fé 1ig,—01ds =0,
ce qui entraine fé 1¢p,—01 dBs = 0). On peut aussi voir que B n’est pas solution forte
de I’équation : on montre que la filtration canonique de B coincide avec la filtration
canonique de |f|, qui est strictement plus petite que celle de f3.

Le théoreme suivant relie les différentes notions d’existence et d’unicité.

Théoreme [Yamada-Watanabe] S’il y a existence faible et unicité trajectorielle,
alors il y a aussi unicité faible. De plus, pour tout choix de I’espace de probabilité
filtré (Q,.F (%), P) et du (:F;)-mouvement brownien B, il existe pour chaque x €
RY une (unique) solution forte de E(c,b).

Nous omettons la preuve car nous n’utiliserons pas ce résultat dans la suite : dans
le cadre lipschitzien que nous considérerons, nous pourrons établir directement les
propriétés de la conclusion du théoréme de Yamada-Watanabe.
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7.2 Le cas lipschitzien

Dans ce paragraphe, nous nous placons sous les hypotheses suivantes.
Hypotheses. Les fonctions o et b sont continues sur R x R? et lipschitziennes en
la variable x : il existe une constante K telle que, pour tous r > 0, x,y € R4,

lo(t,x) —o(t,y)| < K[x—yl,
‘b(tvx) _b(t?y)‘ < K|x—y|.

Théoreme 7.1. Sous les hypothéses précédentes, il y a unicité trajectorielle pour
E(0,b). De plus, pour tout choix de I'espace de probabilité filtré (Q,.% ,(%;),P) et
du (.F;)-mouvement brownien B, il existe pour chaque x € R une (unique) solution
forte de E,(G,D).

Le théoréme entraine en particulier qu’il y a existence faible pour E(c,b). L’uni-
cité faible découlera du théoréme suivant (elle est aussi une conséquence de 1’unicité
trajectorielle si on utilise le théoréme de Yamada-Watanabe).

Remarque. On peut “localiser” I’hypothese sur le caractere lipschitzien de o et b
(la constante K dépendra du compact sur lequel on considere ¢ et x,y), a condition
de conserver une condition de croissance linéaire

lo(t,x)] <K(1+[x]), [b(r,x)] < K(1+|x]).
Ce type de condition, qui sert a éviter I’explosion de la solution, intervient déja dans
les équations différentielles ordinaires.

Démonstration. Pour alléger les notations, on traite seulement le casd =m = 1. La
preuve dans le cas général utilise exactement les mémes arguments. Commengons
par établir I’unicité trajectorielle. On se donne (sur le méme espace, avec le méme
mouvement brownien B) deux solutions X et X’ telles que Xo = X;. Pour M > 0 fixé,
posons

T=inf{t >0:|X;| >Mou |X/| > M}.

On a alors, pour tout # > 0,
tIA\T AT
Xoe=Xo+ [ o(sX)dB+ [ bls.X)ds
0 0

et on a une équation analogue pour X/, .. Fixons une constante 7 > 0. En faisant
la différence entre les équations précédentes, et en utilisant la Proposition 5.4, on
trouve sit € [0,7],

(e = X))
<2 [( [ (ot x) —ots.xa8,) ] 22 ([ 005,50 ~bls. X)) ]

<2 (E [/OIM(O'(S,XS) - o(s,x;))zds} +TE Um(b(s,xs) - b(s,x;))zds} )

0
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AT
<2K*(1+T)E {/ (X, —X))%ds|
Jo
!
<2K(14T)E [/ (Xone = Xipe)2ds]
0
Donc la fonction h(t) = E[(X;nr — X/ ;)] vérifie pour ¢ € [0, 7]

h(t) < C /0 "n(s) ds

avec C = 2K*>(1+T).

Lemme 7.1 (Lemme de Gronwall). Soit T > 0 et soit g une fonction positive
mesurable bornée sur l'intervalle [0,T]. Supposons qu’il existe deux constantes
a>0,b>0telles que pour tout t € [0,T],

1
g(r) < a+b/ g(s)ds.
0
Alors on a pour tout t € [0,T],

8(1) < aexp(br).

Démonstration du lemme. En itérant la condition sur g, on trouve, pour tout n > 1,

bt)? br)" ! 51 Sn
g(t)§a+a(bt)+a%+--~+a%+b"“/o dsl/o dS2~~-/O dspr18(snt1).

Si g est majorée par A, le dernier terme ci-dessus est majoré par A(bt)"*!/(n+1)!,
donc tend vers 0 quand n — oo. Le résultat recherché en découle. o

Revenons 2 la preuve du théoréme. La fonction & est bornée par 4M? et vérifie
I’hypothése du lemme avec a = 0, b = C. On obtient donc h = 0, s0it X;nr = X/5 ;-
En faisant tendre M vers oo, on a X; = X, ce qui achéve la preuve de I"unicité trajec-
torielle.

Pour la deuxiéme assertion, nous construisons la solution par la méthode d’ap-
proximation de Picard. On définit par récurrence
Xto =X
| ! t
X, :x+/ o(s,x) dBS—&—/ b(s,x)ds,
0 0

t t
x;f:H/ c<s,x;l—1)dBS+/ b(s, X"} ds.
0 0

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisqu’il est clair par récur-
rence que, pour chaque n, le processus X" est adapté et a des trajectoires continues,
donc le processus o (¢, X;") vérifie les mémes propriétés.

Fixons un réel 7 > 0, et raisonnons sur I’intervalle [0,7]. Vérifions d’abord par
récurrence sur n qu’il existe une constante C, telle que pour tout z € [0, 7],
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E[(X!)] <Gy (7.1)

Cette majoration est triviale si n = 0. Ensuite, si elle est vraie a I’ordre n — 1, on
utilise les majorations

lo(s,y)| <Kz +Kly|, |b(s,y)] <Kp+Kl|y|, Vsel[0,T], yeR,

ol K7 est une constante dépendant de T, pour écrire

E[(X])*] < 3(|x|2+E[(/O o (s, X" l)dB +E /b (5, X" D
—3<|x|2+E{/OZG(s,XS”1)2ds —I—tE /Ob(s,xsn1)2dsD

<3 (|x|2—|—4(1 —&—T)E{/Ol((K’T)Z—i-KZ(XS”')Z)dsD
3(Ix|> +4T (1 +T)((K})? +K>Cp_y)) =: Gy -

Griace au Théoreme 4.3 (ii), la majoration (7.1) et I’hypothese sur ¢ entrainent
que la martingale locale fé o(s,X!)dBy est pour chaque n une vraie martingale
bornée dans L? sur I’intervalle [0,7]. Nous utilisons cette remarque pour majorer
par récurrence la fonction

g,,(r)zE[ sup |XS"—XS"*1|2} , 0<1<T.
0<s<t

On observe d’abord que
t
X X = / (0(s,X") — o5, X" 1)) dB, +/ (5,X") — b(s, X" 1)) ds,
0
d’ot, en utilisant I’inégalité de Doob (Proposition 3.8 (ii)) dans la deuxieme inégalité,

s 2
E[ sup | = x2P] < 2E] sup /(G(u,X,:’)—G(u,X,:”]))dBu
0

0<s<t 0<s<t

+ sup

0<s<t

[ otex2) = btz au |

< 2(4E[(/0[(a(u,x;j) —o(u,x;,’*l))dBu)Z:
+E[(/Ot|b(u7X,:’)—b(u,X,j’*l)|du)2_

<245 [ (00X~ olux: )2

+TE{/(:(b(u,X,f)—b(u,X;‘"))zduD

N—
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t
<2(4+T)K’E [/ X" — x"! \zdu}
0

t
< CTE[/ sup |X;1—Xf*1|2du]
0

0<r<u

en notant Cy = 2(4+ T)K?. On a donc obtenu que, pour tout n > 1,

1
gut() Cr [ galu)du. (72)

D’autre part, il est immédiat qu’il existe une constante C7. telle que g (1) < C pour
t € [0,T]. Une récurrence simple utilisant (7.2) montre alors que pour tous n > 1,
t€[0,7],

gn(1) < Cr(Cr)"™!

En particulier, ¥ ,(T)'/? < oo, ce qui entraine que p.s.

sup [X"H! - X7| < oo,
= o<i<T

etdonc p.s. la suite (X/",0 <t < T') converge uniformément sur [0, 7’| vers un proces-
sus limite (X;,0 <t < T) qui est adapté et a des trajectoires continues. On vérifie par
récurrence que chaque processus X" est adapté par rapport a la filtration canonique
(complétée) de B, et donc X 1’est aussi.

Enfin, les estimations précédentes montrent aussi que

E| sup [x/-x[2| < (ng )Y’ 0

0<s<T

et on en déduit aussitdt que

! 1
/ o (s,X,)dB, = lim | o(s,X")dB,

n—oo 0

b (s,Xy)ds = lim b(v X ds,

n—oo

dans L2. En passant 4 la limite dans 1’équation de récurrence pour X", on trouve que
X est solution (forte) de E,(c,b) sur [0,T]. Comme T > 0 était arbitraire, la preuve
est complete. 0O

Dans I’énoncé suivant, W (dw) désigne la mesure de Wiener sur I’espace canon-
ique C(Ry,R™) des fonctions continues de R, dans R™ (W(dw) est la loi de
(B:,t > 0) si B est un mouvement brownien en dimension m issu de 0).

Théoreme 7.2. Sous les hypotheses du théoreme précédent, il existe pour chaque
x€RY une application Fy:C (R, , R™)—C (R, RY) mesurable lorsque C(Ry, R™)



152 7 Equations différentielles stochastiques

est muni de la tribu borélienne complétée par les ensembles W-négligeables, telle
que les propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) pour tout t > 0, F(w), coincide W(dw) p.s. avec une fonction mesurable de
(w(r),0<r<i);

(ii) pour tout w € C(R,R™), Uapplication x — F,(w) est continue;

(iil) pour tout x € RY, pour tout choix de I’espace filtré (Q,.7,(%),P) et du
(%#,)-mouvement brownien B (issu de 0) en dimension m, le processus X; défini
par X; = Fy(B), est la solution unique de E\(c,b); de plus si U est une variable
aléatoire Fy-mesurable, le processus Fy(B); est la solution unique avec valeur
initiale U.

Remarque. L’assertion (iii) montre en particulier qu’il y a unicité faible pour
E(o,b) : les solutions de E,(o,b) sont toutes de la forme Fy(B) et ont donc la
méme loi qui est la mesure image de W (dw) par F.

Démonstration. A nouveau on traite le cas d = m = 1. Notons .4 la classe des
sous-ensembles W-négligeables de C(R,R), et pour tout 7 € [0, o],

G =0o(w(s),0<s<r)V.A.

Pour chaque x € R, notons X* la solution de E,(0,b) associée a I’espace de proba-
bilité filtré (C(R+,R), %, (%), W) et au mouvement brownien B, (w) = w(z). Cette
solution existe et est unique (2 indistinguabilité pres) d’apres le Théoreme 7.1.

Soient x,y € R et T,, le temps d’arrét défini par
T, =inf{t > 0: |X*| > nou |X]| >n}.
Soient p > 2 et T > 1. En utilisant les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy

(Théoréme 5.6) puis I'inégalité de Holder on obtient, pour 7 € [0, 7],

E|sup|X!y7, =X}, "]
s<t
SAT,
<Gy (je—slr +E[sup| [ (0(nx7) ~ o0 X7))aB,
0

s<t

]

+E [sup

s<t

<Gy (war+GE[( [ (0~ 0t )
e[ 1 - 0)10r)')

1
<Gy (le—slP 4t E [0t ATy XEg,) — 0 AT X )]
0

[ 0 - v
p/2}

1
+P 7 E [/0 b AT Xig,) = b(r AT, X5 ) Pr])
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t
<Gy (=t 417 [ E[Xg, =X, 7).

ou la constante C;,’ < oo dépend de p (et de la constante K intervenant dans
I’hypothése sur ¢ et b) mais pas de nnide x,yet 7.

Puisque la fonction 7 — E [supsq |sz/\T,, 7XA?)/\7}1 ‘p} est évidemment bornée, le

Lemme 7.1 entraine alors pour ¢ € [0,7]

E[sup XSz, — X}, 7] < Cple =317 exp(CyT70)
s<t

d’ou en faisant tendre n vers oo,

E[sup|x; = X}|"| < Cylx—yI" exp(CyT™).
s<t

La topologie sur I’espace C(R,R) est définie par la distance

d(w,w') = i Ock(sup|w(s) —wW(s)|A 1),

k=1 s<k

pour un choix arbitraire de la suite de réels o > 0, tels que la série Y o soit con-
vergente. On peut choisir les coefficients o tels que

o

Z o8 exp(C;,/kPH) < oo,
=1

Pour chaque x € R, on voit X* comme une variable aléatoire a valeurs dans
C(R4,R). Les estimations précédentes et I’inégalité de Jensen montrent que

N _
E[d(X*, X)) < (Z ak) Y oE [sup X —Xx2P] <&, lx—ylP,
k=1 k=1

s<k

avec une constante C‘p indépendante de x et y. D’apres le lemme de Kolmogorov
(Théoreme 2.1), appliqué au processus (X*,x € R) a valeurs dans E = C(R,R)
muni de la distance d, il existe une modification a trajectoires continues, notée
(X*,x € R), du processus (X*,x € R). On note F(w) = X*(w) = (X*(w));>0- La
propriété (ii) découle alors de ce qui précede.

L application w — Fy(w) est mesurable de C(R,R) muni de la tribu %, dans
C(R4,R) muni de la tribu borélienne ¢ = ¢(w(s),s > 0). De plus, pour chaque
>0, F(w), = X*(w) = X*(w) est %-mesurable donc coincide W (dw) p.s. avec

une fonction mesurable de (w(s),0 < s <t). On a ainsi obtenu la propriété (i).
Montrons maintenant la premiere partie de 1’assertion (iii). Pour cela, fixons
I’espace de probabilité filtré (Q2,.%,(.%;),P) et le (%;)-mouvement brownien B.
11 faut voir que Fy(B) est alors solution de E,(c,b). Remarquons déja que ce pro-
cessus a (trivialement) des trajectoires continues et est aussi adapté puisque Fy(B),
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coincide p.s. avec une fonction mesurable de (B,,0 <r <r), d’apres (i), et que la fil-
tration (.%,) est compléte. D’autre part, par construction de F, (et parce que X* = X*
p.s.), on a pour tout 7 > 0, W(dw) p.s.

,fx—i-/ o (s, Fr(w)g)dw(s +/bsF w),)ds,

ol I'intégrale stochastique [j o (s, Fx(w),)dw(s) peut étre définie par

t 2" —1 it i i
| ot ) aw(s) = fim T (i Rl ) 6o i),

k—o0 =0 2k WIS

W(dw) p.s. le long d’une sous-suite (n;) bien choisie (d’aprés la Proposition 5.5).
On peut maintenant remplacer w par B (qui a pour loi W !) et trouver p.s.,

M1
i
F(B ),_x—i—hm Z o S Fe(B)itjom) (B(iv 1y 2 — Birjo +/bSF B)s)ds

—x+/ o (s, Fi(B dB+/bsF B),)ds,

a nouveau grice a la Proposition 5.5. On obtient ainsi que Fy(B) est la solution
recherchée.

Il reste a établir la seconde partie de 1’assertion (iii). On fixe a nouveau I’espace
de probabilité filtré (Q, F, (%), P) et le (F#;)-mouvement brownien B. Soit U une
variable aléatoire .%p-mesurable. Si dans I’équation intégrale stochastique vérifiée
par Fi(B) on remplace formellement x par U, on obtient que Fy(B) est solution
de E(0,b) avec valeur initiale U. Cependant, ce remplacement formel n’est pas si
facile a justifier, et nous allons donc 1’expliquer avec soin.

Remarquons d’abord que Iapplication (x, @) — F(B), est continue par rapport a
la variable x et .%;-mesurable par rapport a @. On en déduit aisément que cette appli-
cation est mesurable pour la tribu produit Z(R) ® .%;. Comme U est .%y-mesurable,
il en découle que Fy (B), est #;-mesurable. Donc le processus Fyy(B) est adapté.
Définissons G(x,w) € C(R4,R), pour x € R et w € C(R,R), par I’égalité

Glox, W), = /0 (s, Fu(w)s) ds

Soit aussi H(x,w) = Fy(w) —x — G(x,w). Nous avons déja vu que, W (dw) p.s

H(x,w); = /O (s, Fu(w)s) dw(s),
Dong, si

2"—1 i i i
H,(x,w), = ;} 0(2_27Fx(w)it/2”)(w(( ernl)t)*w(z_i»’
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la Proposition 5.5 montre que

H(x,w), = lim H,(x,w),,
Nn—o0
en probabilité sous W (dw), pour chaque x € R. En utilisant le fait que U et B sont
indépendants (parce que U est .%j-mesurable), on déduit de cette derniere conver-

gence que
H(U,B); = lim H,(U,B),
n—oo

en probabilité. Toujours grice a la Proposition 5.5, cette derniere limite est I'intégrale
stochastique

/0 ' (s, Fy (B),) dB,.

On a ainsi montré que
t 1
/0 & (s, Fy(B);)dB, — H(U,B); = Fy (B), — U — /0 b(s, Fy(B),) ds

ce qui prouve que Fy (B) est solution de E (o, b) avec valeur initiale U. O

Une conséquence du Théoreme 7.2, et particulierement de la propriété (ii) dans
ce théoreme, est la continuité des solutions par rapport a la valeur initiale. Etant
donné I’espace de probabilité filtré (2,.7,(.%;),P) et le mouvement brownien B,
on peut construire, pour chaque x € R?, la solution X* de E,(o,b) de telle sorte
que, pour tout ® € Q, I"application x — X*(w) soit continue. Plus précisément,
les arguments de la preuve précédente donnent pour tout € €]0, 1] et pour chaque
choix des constantes K > 0 et T > 0, une constante (aléatoire) C¢ k7 (®) telle que,
si lxl.[y] < K.

sup[ X (0) — X ()] < Cer(@) x— "¢

1<T
(en fait la version du lemme de Kolmogorov présentée dans le Théoreme 2.1 donne
ceci seulement pour d = 1, mais il existe une version du lemme de Kolmogorov
pour des processus indexés par un parametre multidimensionnel, voir [9, Theorem
1.2.1]).

7.3 Les solutions d’équations différentielles stochastiques comme
processus de Markov

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas homogene ot 6 (¢,y) = o (y), b(t,y) =
b(y). Comme dans le paragraphe précédent, nous supposons que G et b sont lip-
schitziennes : il existe une constante K telle que, pour tous x,y € R4,

lo(x) —o()| <Klx—y[, |b(x) —b(y)| < K|x—y|.
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Soit x € R4, et soit X* une solution de E\(0,b). Pour tout t > 0 fixé, la loi de X;*
ne dépend pas de la solution choisie : c’est nécessairement la mesure-image de la
mesure de Wiener sur C(R,R?) par I’application w — F(w);, ot les applications
F; sont comme dans le Théoreme 7.2. Ce théoreme montre aussi que la loi de X}
dépend continiiment du couple (x,7).

Théoreme 7.3. Supposons que (X;); >0 est une solution de E (o, b) sur un espace
de probabilité filtré (2, F, (%), P). Alors (X;); >0 est un processus de Markov
relativement a la filtration (%), de semigroupe (Q;); > o défini, pour toute fonction
f mesurable bornée sur R?, par

0 f(x) = E[f(X7)]
ou X* est une solution arbitraire de E,(G,b).

Remarque. Avec les notations du Théoréme 7.2, on a aussi

0.f(x) = [ FF(w)) W(dw).

Démonstration. Nous vérifions d’abord que, pour toute fonction f mesurable
bornée sur R?, et pour tous s, > 0, on a

E[f(xsﬂ) | ﬁz's] = Qlf(Xs)-

Pour cela on fixe s > 0 et on écrit, pour tout r > 0,
S+t S+t
Xoor = X, + / (X,)dB, + / b(X,)dr (7.3)
N S
ol B est un (.%;)-mouvement brownien issu de 0. On pose ensuite, pour tout z > 0,
X/ =Xs1, F = Fs1, By =By —By.

On observe que la filtration (.#/) est compléte (on définit bien siir .F., = .%..), que
le processus X’ est adapté a la filtration (%), et que B’ est un (.%,)-mouvement
brownien en dimension m. Par ailleurs, en utilisant les approximations de I’intégrale

stochastique de processus adaptés a trajectoires continues (Proposition 5.5), on
vérifie aisément que, p.s. pour tout t > 0,

s+t t , ,
/ G(Xr)dBV:/O G(Xu)dBu
s

I’intégrale stochastique dans le terme de droite étant bien entendu calculée dans la
filtration (.%/). On déduit alors de (7.3) que

ot 1
X,’:XS—&—/O G(X;)dB{,Jr/O b(X,) du.
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Donc X' est solution de E(0,b), sur 'espace (2,.%,(%/),P), et relativement au
mouvement brownien B’, avec valeur initiale Xé = X,. D’apres le Théoreme 7.2, on
a nécessairement X’ = Fy, (B'), p.s.

En conséquence, pour tout ¢ > 0,

ELf(X,10)|73) = ELF X)) = ELF (B (B0 F] = [ F(Fe (W))W (aw)
= 0.f( s>,

par définition de Q,f. Dans la troisiéme égalité, on a utilisé le fait que B’ est
indépendant de %, et de loi W (dw), alors que X; est % -mesurable.

Il reste a vérifier que (Q;),>0 est un semigroupe de transition. Les propriétés (i)
et (iii) de la définition sont immédiates (pour (iii), on utilise le fait que la loi de X}*
dépend continiment du couple (x,7)). Pour la relation de Chapman-Kolmogorov, il
suffit d’écrire, pour tous s, > 0,

Orisf(x) = E[f(Xert)] = E[E[f(szH”gSH =E[Q.f(X})] = /Qs(xvdy)Qtf()’)'

Cela termine la preuve. O

Remarque. Pour tout x € R, notons PP, la mesure de probabilité sur C(R.,R?) qui
est la loi de X* (cela ne dépend pas du choix de la solution X* de E,(0,b)). Notons
aussi Z le processus canonique sur C(R,R?), de sorte que Z,(w) = w(t) pour tout
w € C(R,,R%). Alors, sous Py, (Z),>0 est un processus de Markov de semigroupe
(Q1)r>0, relativement a la filtration canonique, tel que P,(Zy = x) = 1. C’est en effet
évident puisque les lois marginales de Z sous P, sont les lois marginales de X*, et
que la propriété d’étre un processus de Markov relativement a la filtration canonique
est caractérisée par les lois marginales — voir les remarques suivant la Définition 6.2.
Cette remarque simple nous sera utile pour appliquer certains résultats du chapitre
précédent.

On note C2(R?) I’espace des fonctions de classe C? i support compact sur R,
Théoreme 7.4. Le semigroupe (Q;)r>0 est de Feller. De plus son générateur L sa-
tisfait

CZ(R) cD(L)

et, pour toute fonction f € C>(RY),

d 2
3 (00°)0) 30+ L i) 3L 00

i,j=1

NI'—‘

o 6* désigne la matrice transposée de la matrice ©.

Démonstration. Pour simplifier, nous supposons o et b bornées dans cette preuve.
Nous fixons f € Co(R?) et nous vérifions d’abord que Q, f € Co(R?). Puisque les
applications x — F,(w) sont continues, il est immédiat par convergence dominée
que Q; f est continue. Ensuite, puisque
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t t
XF = x+ / o (X) B + / b(XT)ds,
0 0

et que o et b sont supposées bornées, on obtient aisément 1’existence d’une con-
stante C, indépendante de ¢ et de x, telle que

E[(X} —x)}] < C(t+17). (7.4)
En utilisant I’inégalité de Markov, on a donc pour tout ¢ > 0,

sup P[|X —x| > A] — 0.
x€R4 Ao

En écrivant

10 f(x)| = [E[f(X)]| < [E[f (X)) L —w<ar] |+ AT PIXT — x| > A]
on trouve

limsup|Q, £(x)| < ||| sup PI|X;" x| > 4]
x—e xeR?

et donc puisque A était arbitraire,

lim Q, f(x) =0,

X—00

ce qui achéve la preuve de la propriété Q; f € Co(RY).
Montrons de méme que Q;f — f quand ¢ — 0. Pour tout € > 0,

sup |[E[f(X)]=f(0)[ < sup () = ()] +2[f]| sup P[IX;" —x| > g].

x€Rd x,yERY |x—y|<e xeRd
Mais, en utilisant (7.4) et a nouveau I'inégalité de Markov, on trouve

sup P[|X;" —x| > €] — 0,
)CERd t—0

d’ou

timsup |0, — | =timsup ( sup [ELFOG] ~f()I) < sup[7(0) = £0)]

t—0 xeRd x,yERY |x—y|<e

qui peut étre rendu arbitrairement proche de 0 en prenant € petit.

1l reste 2 montrer la deuxiéme assertion du théoreme. Soit f € C2(R?). On ap-
plique la formule d’Itd 2 £(X;*), en rappelant que, si X = (X;°',....X;**) on a, pour
touti € {1,...,d},

‘ mo ot . !
X =x+ Y / 0;j(X;") dB] + / bi(X{) ds.
j=170 ’

On trouve
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FX5) = f( +M+):/b (X af Xxd+ Z/ a2f )d (x5 x|
! ! 8x18xl
ol M est une martingale locale. De plus, pour i,i’ € {1,...,d},
d(x™, X“ Yy = Z 0;j(X;)oy (X)) ds = (00");#(X;) ds.
j=1

On voit ainsi que si g est la fonction définie par

le processus

est une martingale locale. Comme f et g sont bornées, la Proposition 4.3 (ii) montre
que M est une vraie martingale.

Considérons maintenant le processus canonique (Z;),>o sur I’espace C(R,R%)
et les mesures de probabilité P, définies comme dans la remarque précédant le
théoreme. Puisque [P, est obtenue comme étant la loi de X*, on déduit de la pro-
priété analogue pour X* que, pour tout x € R%,

f(zt>—'/0' '¢(2,)ds

est une martingale sous IP,, relativement a la filtration canonique. Il découle main-
tenant du Théoréme 6.2 que f € D(L) et Lf = g. O

Corollaire 7.1. Supposons que (X;);> o est une solution de E(C, b) sur un espace
de probabilité filtré (2, F , (), P). Alors (X;); > o vérifie la propriété de Markov
forte : si T est un temps d’arrét et si @ est une fonction borélienne de C (R, R4 )
dans R,

E7 <} @(X744,1 2 0) | Fr] = 11 <o) Ex [P,

otl, pour tout x € RY, P, désigne la loi sur C(R.,R?) d’une solution arbitraire de
E.(0,b).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Théoréme 6.5. Alternativement, on pourrait
aussi reprendre les arguments de la preuve du Théoreme 7.3, en faisant jouer au
temps d’arrét T le role joué dans cette preuve par I’instant déterministe s, et en
utilisant la propriété de Markov forte du mouvement brownien. g

On appelle parfois processus de diffusion un processus fortement markovien et a
trajectoires continues obtenu comme solution d’une équation différentielle stochas-
tique, comme dans le Théoreme 7.3. M&me dans le cadre lipschitzien considéré
dans ce paragraphe, le Théoreme 7.4 n’identifie pas complétement le générateur L,
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mais seulement son action sur un sous-ensemble du domaine D(L) (comme nous
I’avons déja observé dans le chapitre précédent, il est souvent difficile de donner
une description compléte du domaine). Cependant on peut montrer qu’une connais-
sance méme partielle du générateur, telle que celle donnée par le Théoreme 7.4,
suffit a caractériser la loi du processus : cette observation est a la base de la théorie
puissante des problémes de martingales, développée en particulier dans I’ouvrage
classique [11] de Stroock et Varadhan.

Au moins en restriction 2 C2(R?), le générateur L est un opérateur différentiel du
second ordre. L’équation différentielle stochastique E(o,b) permet de donner une
approche ou une interprétation probabiliste de nombreux résultats analytiques con-
cernant 1’opérateur L. Ces liens entre probabilités et analyse ont été une motivation
importante pour I’étude des équations différentielles stochastiques.

7.4 Quelques exemples d’équations différentielles stochastiques

Dans cette section, nous discutons brievement trois exemples importants, tous en
dimension un. Dans les deux premiers, on peut obtenir une formule explicite pour
la solution, ce qui n’est évidemment pas le cas en général!

7.4.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit A > 0. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est obtenu comme solution de
I’équation différentielle stochastique

dX[ = dBt - )uXt dt

On résout facilement cette équation en appliquant la formule d’It6 a eMX,, et on
obtient

1
X, :Xoe’m—k/o e M=) 4p,.

Remarquons que I’intégrale stochastique obtenue est en fait une intégrale de Wiener,
qui appartient donc a I’espace gaussien engendré par B.

Considérons d’abord le cas ou Xp = x € R. La remarque précédente montre
alors que X est un processus gaussien (non centré), dont la fonction de moyenne
est m(t) = E[X;] = xe*', et dont on peut aussi calculer facilement la fonction de
covariance

e~ AMr=s| _ a=A(t+s)

22

Il est aussi intéressant de considérer le cas ol X suit une loi gaussienne .4 (0, ﬁ ).
Dans ce cas, X est un processus gaussien centré de fonction de covariance

K(s,t) =cov(X;,X;) =
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L il
21

Remarquons qu’il s’agit d’une fonction de covariance stationnaire. Le processus X

est donc dans ce cas a la fois un processus gaussien stationnaire et un processus de

Markov.

7.4.2 Le mouvement brownien géométrique

Soient o > 0 et r € R. On appelle mouvement brownien géométrique la solution de
I’équation différentielle stochastique

dX[ - GXt dB[ +}”X,dt.

La solution est a nouveau facile a obtenir a 1’aide de la formule d’It6 :

62
X; = Xp exp <GB, +(r— T)I)

Remarquons en particulier que, si la valeur initiale Xy est strictement positive, la
solution le reste en tout temps ¢ > 0. Le mouvement brownien géométrique est utilisé
dans le célebre modele de Black et Scholes en mathématiques financieres. La raison
de I’apparition de ce processus tient a une hypothese économique d’indépendance
des rendements successifs

Xll 7 Xlz ’ , Xln 1

sur des intervalles de temps disjoints : sur la forme explicite de X;, on voit que
cette hypothese correspond a la propriété d’indépendance des accroissements du
mouvement brownien.

7.4.3 Les processus de Bessel

Soit m > 0 un réel. On appelle carré de processus de Bessel de dimension m un
processus a valeurs dans R, qui est solution de I’équation différentielle stochastique

dX, = 2v/X,; dB, +mdt . (7.5)

Remarquons que cette équation n’entre pas dans le cadre lipschitzien discuté dans
ce chapitre, parce que la fonction ¢ (x) = 2/x n’est pas lipschitzienne sur R (on
pourrait aussi observer que cette fonction est définie seulement sur R, mais il s’agit
d’un point mineur car on peut la remplacer par 2\/W et vérifier a posteriori que la
solution partant d’une valeur initiale positive reste positive). Il existe cependant en
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dimension un des résultats plus fins que ceux du cadre lipschitzien, qui permettent
d’obtenir I’existence et I’unicité trajectorielle des solutions de (7.5) : voir I’Exercice
7.6 pour un critere d’unicité trajectorielle qui s’applique a (7.5).

L’intérét des carrés de processus de Bessel vient en partie de I’observation sui-
vante, qui est une conséquence simple de la formule d’Ito. Si 8 = (B',..., B%) est
un mouvement brownien en dimension d, le processus

B> = (B')? +---+(B)

est un carré de processus de Bessel de dimension entiere m = d : voir I’Exercice
5.9. Par ailleurs, on peut aussi vérifier que lorque m = 0, le processus (%XI)IEO n’est
autre que la diffusion branchante de Feller discutée a la fin du chapitre précédent
(voir I’Exercice 7.3).

Supposons a partir de maintenant que m > 2 et Xo = x > 0. Pour tout € > 0,
notons T, :=inf{t > 0: X; = €}. Posons pour tout ¢ € [0, T,

[ (xX)'"7 sim>2,
"7 log(X,) sim=2.

On déduit alors de la formule d’It6 que, pour tout € €]0,x[, M;,7, est une martingale
locale. Cette martingale locale est bornée sur I'intervalle [0, Tz A Ty], pour tout A > x,
et une application du théoréme d’arrét montre que, si m > 2,

Al"7 —x1=7
P(Te <Th) = =77
7 —¢g'72
etsim=2,
logA —logx
P(Te <Th) = ———.
(Te <Ta) logA —loge

En particulier, en faisant tendre € vers 0, on obtient que P(Tp < o) = 0 (lorsque m est
un entier, cela correspond a la propriété que le mouvement brownien en dimension
d > 2 ne visite p.s. pas un point fixé autre que son point de départ). Si on fait tendre
A vers oo dans les formules précédentes, on obtient que P(T; < o) =1 sim =2 et
P(T. < o) = (¢/x)"/2=1 si m > 2. En prenant m = 2, on obtient la propriété de
récurrence du mouvement brownien plan. Voir a nouveau I’Exercice 5.9.

Il découle des remarques précédentes que le processus M; est bien défini pour
tout # > 0 et est une martingale locale. On montre que cette martingale locale n’est
pas une vraie martingale (cf. question 8. de I’Exercice 5.9 dans le cas m=3).

Nous renvoyons au Chapitre XI de [9] pour une étude détaillée des processus de
Bessel.

Remarque. Le processus de Bessel de dimension m est (bien évidemment) obtenu
en prenant ¥; = /X, et lorsque m = d est un entier strictement positif il correspond
a la norme du mouvement brownien en dimension d. L’équation stochastique satis-
faite par Y est cependant moins facile a2 manier que (7.5).
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Exercices

Exercice 7.1. On considere I’équation différentielle stochastique

E(0,0) dX, = o(X;)dB,

ou la fonction o : R — R est continue et telle qu’il existe deux constantes € > 0 et
M telles que e <o < M.

1. Dans cette question et la suivante, on suppose que X est une solution de E(0c,0)
avec Xy = x. On pose, pour tout r > 0,

t
A,:/G(Xs)zds . n—inf{s>0:A,> 1),
0

Justifier les égalités

o dr
Tt /0 G(XT,)Z ) ¢ = inf{s > / Xr, >t}

2. Montrer qu’il existe un mouvement brownien réel issu de x, noté 8 = (f3;),>0, tel
que, p.s. pour tout 7 > 0,

Xt = Bint(s20: 3 o(B,) 2dr>t}-

3. Montrer qu’il y a existence et unicité faibles pour E(c,0) (pour [’existence, on
pourra observer que si X est défini a partir d’un mouvement brownien B par la
formule de la question 2., X est dans une filtration appropriée une martingale de
variation quadratique (X,X); = [; o(X,)*ds).

Exercice 7.2. On considere 1’équation différentielle stochastique

E(o,b) dX; = o(X;)dB, + b(X;) dt

ol les fonctions ¢,b : R — R sont continues et bornées et telles que [ [b(x)|dx <
oo et 0 > € pour une constante € > 0.

1. Soir X une solution de E(c,b). Montrer qu’il existe une fonction F : R —
R strictement croissante de classe C? telle que F(X;) soit une martingale. On
déterminera une formule explicite pour F en termes de o et b.

2. Montrer que le processus ¥; = F(X;) satisfait une équation différentielle stochas-
tique de la forme dY; = ¢’(Y;) dB,, avec une fonction ¢’ que I’on déterminera.

3. En utilisant le résultat de 1’exercice précédent, montrer qu’il y a existence et
unicité faibles pour E(o,b). Montrer qu’il y a unicité trajectorielle si de plus o est
lipschitzienne.

Exercice 7.3. On admet que pour tout x € R, on peut construire sur le méme es-
pace de probabilité filtré (Q2,.%#, (%), P) un processus X* & valeurs positives qui est
solution de I’équation différentielle stochastique

dX[ =\ 2Xl dBt
X() =X
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et que les processus X* sont des processus de Markov a valeurs dans R, de méme
semigroupe (Q;);>0, relativement a la filtration (.%;). (Ce résultat est évidemment
trés proche du Théoréme 7.3, qu’on ne peut cependant appliquer car la fonction v/2x
n’est pas lipschitzienne.)

1. On fixe x € R, et unréel 7 > 0. On pose pour tout 7 € [0, 7]

AX, )

M’:eXp(* 1+ A(T—1)/)

Montrer que le processus (M;ar);>0 est une martingale.

2. Montrer que (Q;),>0 est le semigroupe de la diffusion branchante de Feller (voir
la fin du Chapitre 6).

Exercice 7.4. On considere deux suites de fonctions (6;),>1 et (b,),>1 définies sur
R et a valeurs dans R. On suppose que :

(i) 1 existe une constante C > 0 telle que |o,(x)| < C et |by(x)| < C pour tous n > 1
etxcR.

(ii) II existe une constante K > 0 telle que, pour tous n > 1 et x,y € R,

100(x) = onW < Klx =y [ba(x) =ba(y)| < K|x—y].

1. Justifier I’existence pour chaque n > 1 d’un processus adapté a trajectoires con-
tinues X" = (X/");>0 qui vérifie

1 1
X7 = [Cou(xr) B+ [ b(xy) ds
0 0

2. Soit T > 0. Montrer I’existence d’une constante A > 0 telle que, pour tout réel
M > 2CT etpourtoutn > 1,

n A
P(sup|x, > M) <=
1<T M

3. On suppose que les suites (0,) et (b,) convergent uniformément sur tout compact

de R vers des fonctions limites notées o et b respectivement. Justifier rapidement
I’existence d’un processus adapté a trajectoires continues X = (X;),;>0 qui vérifie

t t
Xt:/ G(X_y)st+/ b(X;)ds,
0 0

puis montrer I’existence d’une constante A’ telle que, pour tout réel M > 2CT, pour
tout7 € [0,7] et tout n > 1,

°t A/
E[sup(x? — X,)?] §4(4+T)K2/ E[(X! = X,)?] ds +
s<t J0 M

4T (4|3|L34 (6u(x) — ()2 + T|s‘1i€‘)4 (bn(x) —b(x))z).
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4. Déduire de la question précédente que

lim E | sup(X}' sz)z} =0.

n—oo s<T

Exercice 7.5. Soit § = (f3;);>0 un mouvement brownien réel issu de 0. On fixe deux
parametres réels a et r, avec @ > 1/2 et r > 0. Pour tout entier n > 1 et tout x € R,
on pose

fulx) = i/\n.

[

1. Soit n > 1. Justifier I’existence d’une unique semimartingale Z" qui vérifie
I’équation

1
7= r+B,—|—a/0 Fu(Z0)ds.

2.0n pose S, = inf{r > 0:Z" < 1/n}. En observant que, si t < S, A Sy+1,

o1 1
anJrl_Ztn:a/ ( n+1 __n)ds’
0 \Zj Z

et 4 1’aide du lemme de Gronwall, montrer que Z'""! = Z!" pour tout 7 € [0, S, ASp+1],
p-s. En déduire que S, > S,,.

3. Soit g une fonction de classe C? sur R. Montrer que le processus
! 1
8(@) s~ | (o @h(ZD) +5¢'@) )as

est une martingale locale.

4. On pose h(x) = x' % pour tout x > 0. Montrer que pour tout entier n > 1, h(Z]),s )
est une martingale bornée. En déduire que, pour tout # > 0, P(S, < t) tend vers O
quand n — oo, et en conséquence S, — oo p.s. quand n — oo.

5. Déduire des questions 2. et 4. qu’il existe un unique processus Z dont les trajec-
toires sont continues et a valeurs dans ]0, o], tel que pour tout ¢ > 0,

" ds
Z[ = r+ ﬁl + o —_—.
0 Zs
6. On note 7, = inf{r > 0: Z; = a}, pour tout a > 0. Calculer P(T, < T},) pour
0<a<r<hb.

7. Soit B un mouvement brownien en dimension d > 3, issu de y € R?\{0}. Montrer
que Y; = |B,| vérifie I’équation stochastique apparue dans la question 6. (avec un
choix convenable de ) pour r = |y| et @ = (d — 1) /2. On pourra utiliser I'Exercice
5.9.

Exercice 7.6. (Critéere d’unicité de Yamada-Watanabe) Le but de I’exercice est de
montrer 1'unicité trajectorielle pour I’équation différentielle stochastique (notée
E(o,b) comme ci-dessus) en dimension un
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dX; = o(X;)dB, + b(X;)dt
lorsque les fonctions o et b satisfont les conditions
o) —oMI<KVIr—y b)) =b) <Klx—)

pour tous x,y € R, avec une constante K < oo.

1. Question préliminaire. Soit Z une semimartingale continue telle que (Z,Z), =
fé hgds, ot 0 < hy < C|Z;|, avec une constante C < oo. Montrer que, pour tout 7 > 0,

t
lim nE[/O 1{0<\Zs\§1/n}d<Z7Z>S} =0.

n—o0

(On pourra observer que sous nos hypotheses, pour tout n > 1,
! 1
E [/0 1z, 1{0<‘Z_v‘§1}d(Z,Z>S} <Ct<w.)

2. Pour tout entier n > 1, soit ¢, la fonction sur R définie par

0 si x| > 1/n,
Qon(x) =14 2n(1—nx) si0<x<I/n,
2n(14+nx) si—1/n<x<0.

On note aussi F;, 1’'unique fonction de classe C? sur R telle que F,,(0) = F/(0) =0
et F' = ¢,. On observera que, pour tout x € R, on a F,(x) — [x] et F(x) —
sgn(x) = 1) — Ljx<0) quand n — oo

Soient X et X’ deux solutions de £ (o, b) sur le méme espace de probabilité filtré
et avec le méme mouvement brownien B. Déduire de la question 1. que

r
1imE[/0 (p,,(Xs—Xs’)d<X—X’,X—X’>S} —0.

n—oo

3. Soit 7 un temps d’arrét tel que les processus X; 7 et X/,, soient bornés. En
appliquant la formule d’It6 a F,,(X;n7 — X/,7) montrer que

Bl Xrl) = B[~ g+ B [ (506) ~ (00 sani, - X)) as].

4. Montrer a I’aide du lemme de Gronwall que si X = X) = x on a X; = X/ pour tout
t>0,p.s.



Appendice Al. Lemme de classe monotone

Le lemme de classe monotone est un outil de théorie de la mesure treés utile dans de
nombreux raisonnements de théorie des probabilités. Nous en donnons ici la version
qui est utilisée en de nombreux endroits dans ce cours.

Soit E un ensemble quelconque, et soit & (E) I’ensemble de toutes les parties de
E.Si ¢ C Z(E), 6(¢) désigne la plus petite tribu sur E contenant ¢ (c’est aussi
I’intersection de toutes les tribus contenant %).

Définition. Un sous-ensemble .4 de & (E) est appelé classe monotone si :

WEe.#.

(ii)) SiA,B€ .# et AC B, alors B\A € A .

(iii) Si on se donne une suite croissante (Ap)nen telle que A, € .4 pour tout
neN, alors U A, € .

neN

Toute tribu est aussi une classe monotone. Comme dans le cas des tribus, on voit
immédiatement que toute intersection de classes monotones est encore une classe
monotone. Si € est une partie quelconque de &2 (E), on peut donc définir la classe
monotone engendrée par &, notée .# (%), en posant

M(E) = N Ve

A classe monotone, ¢ C.4

Lemme de classe monotone. Si ¢ C Z(E) est stable par intersections finies, alors

M(E) = 06(%).

Démonstration. Puisque toute tribu est une classe monotone, il est clair qu’on a
A () C 6(€). Pour établir I’inclusion inverse, il suffit de montrer que .# (%) est
une tribu. Or une classe monotone est une tribu si et seulement si elle est stable par
intersections finies (en effet, par passage au complémentaire, elle sera alors stable
par réunion finies, puis par passage a la limite croissant par réunion dénombrable).
Montrons donc que .# (€’) est stable par intersections finies.

Posons pour tout A € Z(E),
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168 Appendice Al. Lemme de classe monotone
My={Be M(€):ANBE M(E)).

Fixons d’abord A € €. Puisque ¢ est stable par intersections finies, il est clair que
€ C .#y. Vérifions ensuite que .#4 est une classe monotone:

e E € ./, est immédiat.

eSiB,B € #yetBCB,onaAN(B\B)=(ANB)\(ANB) € .#(€) et donc
B/\B € My.

e Si B, € ./ pour tout n et la suite B, croit,onaAN(UB,) =U(ANB,) € 4 (€)
etdonc UB,, € ..

Puisque ., est une classe monotone qui contient ¢, .#4 contient aussi .Z (¢’). On

a donc montré
VAe€,VYBe #(€), ANBec #(F).

Ce n’est pas encore le résultat recherché, mais on peut appliquer la méme
idée une seconde fois. Précisément, on prend maintenant A € .# (¢’). D’apres la
premiere étape de la preuve, 4 C .#4. En reprenant exactement les mémes argu-
ments que dans la premiere étape, on obtient que .#4 est une classe monotone. Il en
découle que .#(€) C .4, ce qui montre bien que .# (%) est stable par intersec-
tions finies et termine la preuve. O

Voici quelques conséquences du Lemme de classe monotone qui sont utilisées
dans ce cours :

1. Soit < une tribu sur E et soient i et v deux mesures de probabilité sur (E,.<7).
Supposons qu’il existe une classe ¢’ C .27 stable par intersections finies, telle que
0(%) = et u(A) = v(A) pour tout A € €. Alors i = v. (On utilise le fait que
G :={Aec o u(A)=v(A)} est une classe monotone.)

2. Soit (X;)ie; une famille quelconque de variables aléatoires et soit & une sous-
tribu sur le méme espace de probabilité. Pour montrer que les tribus ¢ (X;,i € I)
et ¢ sont indépendantes, il suffit d’établir que (X;,, ..., X;,) estindépendant de ¢,
pour tout choix de la sous-famille finie {i1,...,i,} C I. (Observer que la classe
des événements qui dépendent d’'un nombre fini des variables X;,i € I est stable
par intersection finie et engendre o(X;,i €1).)

3. Soit (X;); e ; une famille quelconque de variables aléatoires et soit Z une variable
aléatoire réelle bornée. Soitaussiig € . Pourvoirque E[Z | X;,i € I|=E[Z | X;,],
il suffit de montrer qu’on a E[Z | X;y, X;,, ..., X;,|]=E[Z| X;,] pour tout choix
de la sous-famille finie {i1, ..., i p} C 1. (Observer que la classe des événements
A tels que E[14Z)=E[14 E[Z | X,,]] est une classe monotone.)

Cette derniere conséquence est utile dans la théorie des processus de Markov.



Appendice A2. Martingales discretes

Dans cet appendice, nous rappelons sans démonstration, pour la commodité du
lecteur, les résultats sur les martingales et surmartingales a temps discret qui sont
utilisés dans le Chapitre 3. La preuve de tous les énoncés qui suivent peut étre
trouvée dans le Chapitre V du traité classique de Dellacherie et Meyer [2], et dans
beaucoup d’autres ouvrages traitant des martingales discretes (voir en particulier
Neveu [8]).

Commencons par rappeler la définition. On se place sur un espace de probabilité
(2,.%,P), et on fixe une filtration discréte, i.e. une famille croissante (¥,),cn de
sous-tribus de .%. On note aussi

la plus petite tribu qui contient toutes les sous-tribus 4.

Définition. Une suite (Y,), en de variables aléatoires intégrables, telle que, pour
tout n €N, Y, est 4,-mesurable, est appelée

- martingale si, pour tous 0 <m<n, E[Y, | 9n]|=Ym;
- surmartingale si, pour tous 0 <m<n, E[Y, | %]
- sous-martingale si, pour tous 0 <m<n, E[Y, | 9n] > Y.

<Yu,

Ces notions dépendent bien sir de la filtration (¥,,) ,cn, qui est fixée dans la suite.

Inégalité maximale. Si (Y,),cn est une surmartingale, alors, pour tout A > 0 et
tout k € N,

AP[supl¥,| > A] < E[[Yol] + 2E[¥i]].
n<k

Inégalité de Doob dans L?. Si (Y,,),cN est une martingale, alors pour tout k € N et
tout p > 1,
p P\’ P
E| sup [Y,["] < o1 E[|Y[P].

0<n<k
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Remarque. Cette inégalité n’a d’intérét que si E[| Yy |P]<eo, sans quoi les deux cotés
sont infinis.

SiY = (¥,),en est une suite de variables aléatoires réelles, et a < b, le nombre de
montées de Y le long de [a,b] avant I'instant n, noté MY, (n) est le plus grand entier
k tel que 1’on puisse trouver une suite croissante m; < nj < --- < my < ny d’entiers
positifs inférieurs ou égaux a n tels que Y, < a, Y, > b, pour touti € {1,...,k}.

Inégalité des nombres de montées de Doob. Si (Y,),cn est une surmartingale,
alors pour tout n € N et tous a < b,

EM ()] < 71— E[(1 ~a) ]

Cette inégalité est un outil essentiel pour montrer les théorémes de convergence
pour les martingales et surmartingales discretes, dont nous rappelons deux cas im-
portants.

Théoréme de convergence pour les surmartingales discretes. Si (Y,,),cn est une
surmartingale, et si la suite (Y,),en est bornée dans L', alors il existe une variable
Y. € L' telle que

Y, 25 Y.

n—oo

Théoréme de convergence pour les martingales discretes fermées. Soit (Y;,),en
une martingale. Il y a équivalence entre :

(i) La martingale (Y,)nen est fermée, au sens oi il existe Z € L' (Q,.F , P) telle que
Y, = E[Z|%,] pour tout n € N.

(ii) La suite (Y,)nen converge p.s. et dans L' vers une variable notée Y.,.

(iil) La suite (Y,)nen est uniformément intégrable.

Si ces propriétés sont vérifiées, la limite de la suite (Y,),en est Yoo = E[Z | 9.

Nous rappelons maintenant deux versions du théoreme d’arrét dans le cas discret.
Un temps d’arrét (discret) est une variable aléatoire 7' a valeurs dans NU {eo}, telle
que {T =n} € ¢, pour tout n € N. La tribu du passé avant 7 est ¥ = {A € %, :
AN{T =n} €¥,, pour tout n € N}.

Théoreme d’arrét pour les martingales discretes fermées. Soit (Y,,),en une mar-
tingale fermée, et notons Y., la limite (p.s. et dans L') de Y, quand n — oo. Alors
pour tout choix des temps d’arrét S et T tels que S < T, ona Yr € L' et

Ys = E[Yr | 9]

avec la convention que Yr = Yo, sur [’ensemble {T = oo}, et de méme pour Ys.

Théoréme d’arrét pour les surmartingales discretes (cas borné). Si (Y;,),cn est
une surmartingale, alors pour tout choix des temps d’arrét S et T bornés et tels que
S<T,ona
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Ys > E[Yr | %s).

Nous terminons avec une variante du théoreme de convergence pour les sur-
martingales discretes, concernant le cas rétrograde. On se donne une filtration
rétrograde, c’est-a-dire une famille croissante de sous-tribus (%), indexée par
les entiers négatifs (de telle sorte que la tribu 7, est “de plus en plus petite” quand
n — —oo). Une famille (Y,),c_n de variables aléatoires intégrables, indexée aussi
par les entiers négatifs, est une surmartingale rétrograde si, pour tout n € —N, Y}, est
S, -mesurable et si, pour tous —oo <m < n <0, E[Y, | 7,] < Y.

Théoreme de convergence pour les surmartingales discretes rétrogrades. Si
(Yn)ne—nN est une surmartingale rétrograde, et si la suite (Y,)ne_N est bornée dans
L', alors la suite (Y,),c_n converge p.s. et dans L' quand n — —o,

Il est crucial pour les applications développées dans le Chapitre 3 que la con-
vergence ait aussi lieu dans L' dans le cas rétrograde (comparer avec le théoreme
analogue dans le cas “direct”).
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